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 □ملخّص  □

 
لجدؼ تخمؾديشاميكي مخن دقيق الاستقظاب،  ] [1بالإجيادات والحخارة  Ignaczakيتعمق البحث بؾصف 

مؽ خلال  متجانذ ومتساثل السشاحي ضسؽ الحالة السدتؾية الأولى للانفعالات السخنة لو والسجروس رياضيّا  
تؼ تدويج  [4]في . ) E-N:5 2D (والحي يخمد لو اخترارا  بـالخمد ، Nowacki [3]و  ] [Eringen 2الباحثيؽ

 .    Schaefer-Ignaczakالسدألة الدابقة بظخيقة تحميمية ججيجة، تجعى طخيقة 
 :تؼ في ىحا البحث    

 ] [E-N:5 2D (  3,5 (التخمؾديشاميكية الستسسة لمجدؼ السحكؾر Schaefer-Ignaczakأن عسمية  إثبات( 1
 . متداوية درجات الحخارةالسجيج خارجيا  والحي حخارتو الخارجية معجومة، ىي عسمية  غيخ

لأجل كل مؽ  ،) E-N:5 2D ( السؾافقة لمجدؼ ] [Fourier- Schaefer-Ignaczak 4صيغ  استشتاج( 2
 .ول Schaefer-Ignaczakلعسمية  الستسؼ الجدء التقميجي والجدء الجقيق

 
التخمؾديشاميكية،  الحالة السدتؾية الأولى   Schaefer-Ignaczakتداوي درجات الحخارة ،  عسمية  الكلسات السفتاحية:

     .  Fourierالسخنة، صيغ  للانفعالات الجقيقة
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□ ABSTRACT □ 

 

This paper concerns the Ignaczak stress-temperature description [1] of the 

homogenous isotropic 2D micropolar thermodynamical body, in the first plane state 

of elastic strain, which discussed by Eringen [2] and Nowacki [3]. In [4] we provide 

this problem with new analytical method called Schaefer-Ignaczak method. In this 

paper, we do the following: 

I. We prove that the complementary micropolar Schaefer-Ignaczak process is 

an isothermal process for infinite 2D (E-N:5) [3,5], with no stresses and temperature 

at infinity, 

II. then we find the related Fourier-Schaefer-Ignaczak formulas [4] for the 

classical and complementary micropolar behaviors of a two-dimensional infinite 

body 2D (E-N:5), which is a micropolar thermodynamical body.  
 

Key word: Equal temperatures, Schaefer-Ignaczak thermodynamical processes, first plane 

state of micropolar elastic stains, Fourier formulas.  
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 . مقدمة: 1
غيخ الستجانذ وغيخ متساثل السشاحي مؽ خلال مدألة قيؼ حجية وابتجائية  Hookeتؼ وصف جدؼ  [6]في 

لمجدؼ بؾاسظة معادلة حخكة، تشدؾرية واحجة، مدودة بعلاقات مشاسبة بيؽ الحقؾل الفيديائية وبذخوط حجية وابتجائية 
بؾاسظة معادلتي E-N:6 (  [2,3] (تؼ وصف مدألة القيؼ الحجية والابتجائية لمجدؼ [7]في مشاسبة بالإجيادات فقط. 

حخكة، تشدؾريتيؽ، مدودتيؽ  بعلاقات مشاسبة بيؽ الحقؾل الفيديائية وشخوط حجية وابتجائية مشاسبة بالإجيادات فقط. في 
تؼ تعسيؼ ذلػ إلى مدألة قيؼ حجية وابتجائية لمجدؼ السحكؾر مؽ خلال ثلاث معادلات، الأولى والثانية تشدؾريتيؽ  [1]

الاجيادات فقط، ومدودة بالحخارة و ىحه السعادلات الثلاث مدودة بذخوط حجية وابتجائية مشاسبة  مسا  أنعوالثالثة سمسية، 
السحكؾرة  لمجدؼ تؼ تدويج مدألة القيؼ الحجية والابتجائية [4]في  أيزا بعلاقات أخخى مشاسبة ما بيؽ الحقؾل الفيديائية.

،  Schaefer-Ignaczak، بظخيقة تحميمية ججيجة تجعى طخيقة خنةالجقيقة الس ضسؽ حالتو السدتؾية الأولى للانفعالات
 وىي طخيقة تديل إيجاد الحل التحميمي لمسدألة. 

 :  وأهسيته هدف البحث.  2
التخمؾديشاميكية الجقيقة الستسسة Schaefer- Ignaczak ييجف البحث إلى إثبات تداوي درجات حخارة عسمية  -

وباستخجام  وغيخ السجيج خارجيا  والحي حخارتو الخارجية أيزا معجومة. بعجىا،  )E-N:5 2D (لمجدؼ غيخ السحجود 
التقميجية والجقيقة الستسسة لمجدؼ  Ignaczak-Fourier-Schaeferنغخية التحؾيلات التكاممية سشدتشتج صيغ 

 .) E-N:5 2D (السجروس 
 ح وميكانيػ السؾاد.يسكؽ أن تسمػ نتائج ىحا البحث تظبيقات عسمية ىامة في نغخية الرفائ -

 :وأدواته ق البحثائطر . 3
 . Schaefer- Ignaczak [4]لظخيقة التحؾيلات التكاممية مع طخيقة  دمجا  في البحث سشعتسج طخيقة تسثل 

 . الشتائج والسشاقذة:4

-Schaefer، حؾل طخيقة  [4]باخترار ما يمدم مؽ نتائج البحثو مؽ أجل متظمبات البحث نعخض 

Ignaczak لأجل الجدؼ السخن دقيق الاستقظاب السعتبخ) E-N:5 2D (  2الحي يذغل الحالة البجئيةو  ، إذ
 )حيث: Tكتابة العسمية التخمؾديشاميكية دقيقة الاستقظاب الحاكسة لمجدؼ في نؼ T 0, :بالذكل ،) 

(1.4 ) 
0 0 0 0 0 0

0 0

+  ,  +  ,  , +  ,  +  ,  +   ,

+   , +  , 

       

  

     μ μ μ

κ κ κ Y Y Y

u u u         

0السقاطع التشدؾرية:  تتعمق حيث 0 0 0 0 0 0(  ,   ,  ,   ,   ,   , ) μ κu   0و
Y  بجدؼHoke 

التقميجي السخن ضسؽ الحالة السدتؾية الأولى لانفعالاتو السخنة، كسا أنو التخمؾديشاميكي 
(  ,  , ,   ,  ,  , )     μ κu  ،Y 0الحقؾل الجقيقة الستسسة، و تسثل 0,u   ،عمى  يخمدانمقظعان متجييان

 :[5] الإزاحة، التقميجي، والجوران، التقميجي، وىسا مختبظان بالعلاقة يسقظلالتختيب، 
(4.2                                             )0 01

2
 curl u 

0 ، ومؤثخ الجوران يخمد إلى curlالخمد حيث 0 0 0 ,   ,   , μ κ  ،مقاطع تشدؾرية مؽ السختبة الثانية،  ىي
مقظع إجيادات القؾة، التقميجي، الستشاعخ، ومقظع إجيادات العدم، التقميجي، غيخ الستشاعخ ومقظع  ؛عمى التختيب وتسثل
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يخمد  0الستشاعخ، ومقظع انفعالات العدم، التقميجي، غيخ الستشاعخ. كسا أن الخمدانفعالات القؾة، التقميجي، 
,لمحقل الحخاري التقميجي. الخمدان u الإزاحة  ي، يسثلان مقظعيؽ متجيييؽ مدتقميؽ، ىسا عمى التختب، مقظع

,  ,  , تخمد. يؽالستسسيؽ الجوران، الجقيق   μ κ   سقاطع تشدؾرية مؽ السختبة الثانية، وغيخ متشاعخة؛ لىي
عمى التختيب: مقظع إجيادات القؾة، الجقيق، الستسؼ، ومقظع إجيادات العدم، الجقيق، الستسؼ، ومقظع  تسثلو 

الحقل الحخاري  الخمد يسثلانفعالات القؾة، الجقيق، الستسؼ، ومقظع انفعالات العدم، الجقيق، الستسؼ، كسا 
Tالجقيق الستسؼ.  وإذا رمدنا بــــ  ] 0 , [: و بـ[ 0 , [T :  فيسكؽ أن تسثل السقاطع التشدؾرية ،

Tالدابقة في  وفي الشغام الإحجاثي الجيكارتي العظالي، السعتبخie:عمى الذكل التالي ، 
(4.3  )                 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 3 ,) ,
1

2
( , , 0 ) , ( 0 , 0 , ,u u u      u  

(4.4)                           

0 0 0

11 1 2

0 0 0 0 0

21 2 2

13

23

0 0 0

0 , 0 0 ,

0 0 0 0 0 0

κ

κ

 

 

   
   

    
   
   

κ 

(4.5       )             
0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

11 12 13

21 22 23

33 31 32

0 0 0

0 , 0 0 ,

0 0 0

  

  

  

   
   

    
   
   

  

 حيث:          
0 0 0 0 0

33 3 3,T  

  
     

   


   

 
       أن:كسا   ، 

(6.4    )                        1 2 3) ,( , , 0 ) , ( 0 , 0 ,u u      u  

(7.4     )                    
11 12 13

21 22 23

0 0 0

0 , 0 0 ,

0 0 0 0 0 0

κ

κ

 

 

     
        
   
      

κ 

(8.4  )                    
11 12 13

21 22 23

33 31 32

0 0 0

0 , 0 0 ,

0 0 0

  

  

  

     
   

        
        

  

33                      حيث:   3 3,T  

  
     

   


       

 
 

, متشاعختان، أما السرفؾفات: 0،0وىشا نذيخ إلى أن السرفؾفتيؽ السسثمتيؽ لـ  κ و,   

كسا أن: فيي غيخ متشاعخة، 
2( )




 



3)، وPoissonتسثل ندبة   2 )T tν a  و ،ta  ىؾ

,معامل التسجد الخظي الحخاري لمجدؼ، و , ,μ λ γ ε R  سادية لمجدؼ السجروس، كسا نشؾه ىشا الالثؾابت
1إلى أن جسيع السخكبات السؾجؾدة في العلاقات الدابقة تتبع لمسؾضع:  2( , )x x x ولمدمؽt .الخمؾز

  تسثل السخكبات الجيكارتية في الشغام الجيكارتي السعتبخ لتشدؾرLevi-Chevita  الشدبي مؽ السختبة الثانية
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,، الفاصمة الجليمية تعشي الاشتقاق الجدئي بالشدبة لستحؾلات السؾضع[8] ,
f

f
x








، وىشا أيزا  نشؾه إلى أنشا  

,حيث الأدلة الإغخيقية Einsteinندتخجم رمؾز  , ,   1,2تيؽتأخح القيس. 
 : .4.1تعخيف    

0نجعؾ 0 0 0 0 0 0(  ,   ,  ,   ,   ,   , ) μ κu    بعسميةSchaefer-Ignaczak التقميجية، كسا نجعؾ
(  ,  , ,   ,  ,  , )     μ κu    بعسميةSchaefer-Ignaczak  الجقيقة الستسسة لمجدؼ السعتبخE-N:5) 2D(  . 

 التقميجية ، لمقيؼ الحجية والابتجائية تتألف مسايمي: Schaefer-Ignaczakأ( مدألة -4   
Tالتقميجية، لمحخكة والسحققة في  Schaefer- Ignaczakمعادلات  -  : 
(9.4  )                    0 0 0 0 02

2 , , 1( ) ( ) 0 ,ˆ
TR R σ λec               

(10.4     )                            0 0 0
, 0 1

1
θ  ,

Q
η e

κ κ
       

0:                                  حيث 0 0 0

,
ˆ ˆ,R R X R        

   
0أن ثؼ 0 0 0 0 0 2

1 1 2

1 1
2 2

2 2
( ) , ( ) ,

( ) ( )
ˆ

T Te σ e σ
μ λ μ λ

c   


 


    
 

 
 

وىشا

1الحجسية لمجدؼ السعتبخ،تسثل الكثافة  2( )0, ,X XX ،تسثل مقظع الفؾة الحجسية، الستجيي، السعظى في الجدؼ
3( )0 , 0 , YY  لجدؼ، اتسثل مقظع العدم الحجسي، الستجيي، السعظى فيQ  ،مقظع السرادر الحخارية، الدمسي

0: أيزا  . السعظى في لجدؼ
0

0

T T



 يسثل السعامل السيكانيكي الحخاري لمجدؼ، حيث 2 3T ta    0و 

0: أيزا   ،الخظي لمجدؼ السعتبخ ،يسثل معامل التسجد الحخاري  taكسا أن ،معامل التؾصيل الحخاري لو

c


 



و 

 
 

0

,
,

W t
Q t






x
x  و، عمسا  أنc  تذؾه ثابت لو و ضسؽتسثل الحخارة الشؾعية لمجدؼ مؽ ,W tx  تسثل

كسية الحخارة السذكمة في وحجة الحجؼ ووحجة الدمؽ، أما  ,Q tx  فيؾ يرف تأثيخ السرادر الحخارية في الجدؼ
 الشقظة لمسذتق الجدئي بالشدبة لمدمؽ:بالسعتبخ، وىي مقظع سمسي، معظى. كسا نخمد 

t

f
f f

t


  


. 

Tالذخوط الحجية السحققة عمى  -  : 
(11.4              )                          0 0  ,  θσ n p      

1تسثل السخكبات الجيكارتية لستجو واحجة الشاعؼ  nحيث 2( , ,0)n nn عمى   والسؾجو نحؾ خارج
  ،أن  كساp   و وىي تسثل عمى التختيب السخكبات الجيكارتية لستجو قؾة الجخ،  ىي تؾابع حقيقية مفخوضة

 الكمي، والحسل الحخاري الكمي عمى حجود الجدؼ.
 :{0}الذخوط الابتجائية السحققة في  -   

(21.4         )               0 (0) 0 0 (0), θ ,  sym sym    
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(0) :يسثل الجدء التشاعخي لمحقل التشدؾري والخمؾز symحيث الخمد (0), ,   عمى التختيب
تسثل القيسة الابتجائية السفخوضة لحقل انفعالات القؾة، الكمي والقيسة الابتجائية السفخوضة لدخعتو، والقيسة 

 .[1,2]الابتجائية السفخوضة لحقل درجات الحخارة، الكمي 
Tالعلاقات التأسيدية العكدية، السحققة في  -     : 
(13.4)                           0 0 0 0

12 ( )Tλ e             

                                  حيث    
 

0 0 0

1

1
2

2
( )

( )
Te σ

μ λ
   


 

T، السحققة في(Convolution Relations) علاقات الظي  -  : 
(14.4)                                0 01( ) ,u g t f t R       
(15.4        )                0 01

,3

1
[ ( )]

2
g t f t R            

القيؼ الابتجائية لدخعتيا، كسا أن رمد  gو  uالكمية  ،يسثل القيؼ الابتجائية للإزاحات fمع العمؼ أن 

:  [8] بالشدبة لمدمؽ الشجسة يعشي الظي
0

( , ) ( ) ( , )

t

t f t t f d    x x. 

 الجقيقة، الستسسة لمقيؼ الحجية والابتجائية، تتألف مسايمي: Schaefer-Ignaczakب( مدألة -4  
T، الجقيقة، الستسسة لمحخكة السحققة في Schaefer-Ignaczakمعادلات  -  : 
 
(16.4               )

1 1
, 3 [ ]( )2 2

1

1

2 2

    
1

{

1
                                           ( ) } 0 ,

2
T

R J σ σ

λ e

      

 


 

 


 
 

     

    

R

 

(17.4   )                                      2
4 3, 32

  

0 ,μc  


  R 

(18.4)                                             0 1

ˆ
D ,

Q
η

κ
e    

                      حيث:   
,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0 ,R R X R σ X      
      

              
3 3 3 3 3 3 3,2

  
ˆ ˆ ˆ, , ,ˆ ˆ

iY R R       


         R R R 

                               
           

3 3 ,2 4

  
1 ˆˆ  , 0 ,
2

Y Y X Q   

 

    

        1 1

1 1
2 2

2 2
( ) , ( ) ,

( ) ( )
T Te σ e σ

μ λ μ λ
            

 
 
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               و       
12

2
  

,tρ


          
14

2
 ( ) ,tε J


              

 
2 2

1 2 2
1 2

,
x x

 
 

 
      :t

t
 




             

1

1
D ,tκ
       2

4
J

c
 

 ,   

Tالسحققة عمى الستسسة الذخوط الحجية -       :              
(19.4)                           0

3 3 30  ,    ,   θσ n n m m          
0حيث: 0

3 3m n  0والتي فييا

3 :تشتج عؽ العلاقات التقميجية 

(20.4    )                    0 01
,3

1
[ ( )]

2
κ g t f t R            

(21.4           )                           0 0

3 3

1
,κ  




 

)لأجل  {0}الذخوط الابتجائية الجقيقة، الستسسة، والسحققة في  -   , , )  μ: 
(22.4  )               

(0) (0) 0 ( 0)

(0) (0) 0 ( 0)

0, θ ,

, ,

,  

 

  

  

skew

skew

μ μ μ

μ μ μ

 

 
 

0و (0)و  (0)، كسا أن:يسثل الجدء التشاعخي العكدي لمحقل التشدؾري  skewالخمد يجل ( 0)μ و 
0 ( 0)μ

تسثل عمى التختيب القيؼ الابتجائية السفخوضة لحقل إجيادات القؾة التشدؾري، الكمي، ولدخعة ىحا الحقل، والقيسة 
 .[1,4]التقميجي، ولدخعتو الابتجائية السفخوضة لحقل إجيادات العدم، 

Tالعلاقات التأسيدية العكدية، الجقيقة، الستسسة والسحققة في   -  :  

(23.4)              
[ ]( ) 1

3 3 1

1 1 1

2 2 2

1 1
2

2

( ) ,

, ( ) ,
( )

T

T

γ σ σ λ e

κ e σ
μ λ

      

  

 
  

 
 

        

      
 


 

Tعلاقات الظي، الجقيقة، الستسسة والسحققة في  -   : 
                                                  1( ) ,u t R    

(4.24)         
0 0

3 3 , 3 ,

1 1 1
3 3 3 ,

1 1
( ) ( )

2 2

1ˆ ˆ[ ( )] ( ) ( )
2

g g f f

J t R Y J t R t R

       

   



  

       

       

 

ؽ السؾافقة لجسمة السعادلتي التفاضمية،-عادة كتابة السعادلات التكامميةلإمتظمبات الفقخة القادمة  تحتاج    
T، والتي تأخح في(4.9)-(4.10)   [1,4]الذكل التالي: 
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(4.25)           

0 0 0 0 0

0 0 0
0

0

0
0

2
2 , , 1

, , , ,

, 1

,

1

1 1

( ) ( )

[ ( ) ( ) ] ,

( ) ( ) ( )

 ( ) ( )  ( )  ,

ˆ

              

T

t

t

t R t R σ λe

g g t f f

,τ d τ ,t η e ,t
κ

η f Q ,τ d τ
κ κ

c        

       

 

 

 



       

    

    

    

x x x

x x x

  

0                                    حيث:    0 0

1

1
2

2
( )

( )
Te σ

μ λ
   




 
التفاضمية، الجقبقة، الستسسة والستعمقة -متظمبات الفقخة القادمة استشتاج جسمة السعادلات التكاممية يمدم كسا
، والسحققة في[4]التفاضمية، الجقيقة، الستسسة، التالية، السأخؾذة مؽ السقالة  Schaefer-Ignaczakبسعادلات 

T ( 4.22، والسدودة بالذخوط الابتجائية:) 

(26.4) 

     

   
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  
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           

     

    

 

(22.4       )                             0 02 2
4 3 3 3 4 3 , 3,

ˆ ˆ ,R Y Rc c  
       

0     حيث:             0

3 3,R̂   ,   3 3,R̂          
 ،(22.4( ومؽ الذخوط الابتجائية )26.4)-(27.4الاستشتاج انظلاقا  مؽ السعادلات )تؼ ىحا حيث 
 باتباع مايمي.

ي فوبسكاممة طخ (، 22.4( وطخفي السعادلة )26.4عمى طخفي السعادلة الأولى في ) بتظبيق مؤثخ الظي
0]( عمى السجال26.4السعادلة الثانية في ) , ]t،  (22.4)واستخجام الذخوط الابتجائية، الجقيقة، الستسسة ،

التالية والسحققة  ، الجقيقة، الستسسة،التفاضمية -التكاممية Schaefer-Ignaczakجسمة معادلات  عمىرل حن
Tفي : 

(22.4)     

     

     

   

1

1

1 0 0

1 1

3 3

0 1
0 0

2
4

, ,

, , , , , ,

, ,

,

1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1

2 2

1 ˆ 0 ,
2

ˆ( ) ( ) ( )  ( ) ,

ˆ*

T

t t

t R R e

t g g f f t R R

t R R J t R Y

,τ d τ ,t η e ,t Q ,τ d τ
κ κ

t c

        

           

     

 

     
  







  



 

            

        
 

        

        x x x x

     0 0

3 3 , 3 3

2
3 3 4 3 ,,

ˆ* . ,R Y t c R g t t  
           

 



 University Journal. Basic Sciences Series Tartous 6212( 0( العدد )01مجلة جامعة طرطوس العلمية العلوم الأساسية المجلد )

 

97 

 

Tالتقميجية لمحخكة في  Schaefer- Ignaczakج( فرل معادلات -4    : 
0أجل الكسيات  مؽ الغخض استشتاج السعادلات السدتقمةيمدمشا ليحا  0 01, , ( )e t R g t f       ،

,عمى الجليميؽ  (4.25). نأخح تقمص طخفي السعادلة الأولى في باتباع مايمي   ،حرل عمى السعادلة التالية ن
Tالسحققة في : 

(29.4)                               1 0 0

, , , 1t R g t f e           
عمى السعادلة التالية السحققة فينحرل  x( جدئيا  بالشدبة لـ 4.25واشتقاق طخفي السعادلة الأولى مؽ )

T : 

(30.4)    
,
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Tالعلاقة التالية، السحققة في ىشا حيث استخجمشا : 
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Tتكتب بمغة السؤثخات التفاضمية، بالذكل التالي في (30.4)إن السعادلات  : 
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Tالتالي في الذكل (31.4)تأخح  (29.4)باستخجام  : 

(32.4)           0 0
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Tأو الذكل التالي في : 

(33.4          )     0 0
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نحرل عمى السعادلة التالية السحققة في x( بالشدبة لـ 4.32) السعادلة ظخفيبأخح السذتق الجدئي لـو 
T : 

(34.4    )     0 001
, , , , ,1,2
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                          أو:        0 0 0
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Tأو الذكل الشيائي التالي السحقق في  : 
(35.4)                                     0 0
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السعادلة التالية، السحققة نحرل عمى  (4.25)بأخح السذتق الجدئي الدمشي لظخفي السعادلة الثانية مؽ 
Tفي : 

(36.4)                                 0 0 0
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1 1
,e Q

t t
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 

 
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 أو:
(37.4)                                      00

0 1
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D ,e Q
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0حيث:      0 0
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
 . 

نحرل عمى السعادلة  (37.4)ومؽ ثؼ باستخجام  (35.4)عمى طخفي السعادلة  Dالآن بتظبيق السؤثخ 
Tالتالية السحققة في : 

(32.4)                                 0

,2 1 1D D ,Te X Q 
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 
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 
 

02حيث:   11
D D T t    . 

مؽ جية أخخى بتظبيق السؤثخ 
1

نرل إلى  (35.4)وباستخجام السعادلة  (37.4)عمى طخفي  

Tالسعادلة السحققة في : 

(33.4     )                        0
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01tأجل الكسية مؽ أخيخا  نحرل عمى السعادلة السدتقمة الأخيخة  R g t f       وذلػ بتظبيق
شحرل ف( ، 39.4( و)38.4( ، ثؼ ندتخجم السعادلتيؽ السدتقمتيؽ )33.4) السعادلة عمى طخفي 2Dالسؤثخ 

T، السحققةالآتيةعمى السعادلة السدتقمة  : 
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 و:أ

(41.4)       
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حيث: 
 

  01D D T t      . 
 ( ، وفق الذكل:4.25السعادلة الأولى في )في الشياية، لشعيج كتابة 
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(42.4)

                

   

 0 0 0

0 01 1

, ,

1 0T

t R g t f t R g t f

e

      

 

  

   

               

    

 

بتظبيق السؤثخ
2 2

  

D


(، 39.4( و)32.4( و)41.4) ( واستخجام السعادلات42.4عمى طخفي السعادلة )

0التالية لأجلنرل إلى السعادلة السدتقمة 

  السحققة في، وT : 
(43.4) 

    

   

0

2 2 , , 1 , ,2 2

,1 1 12

    

D D 2 D 2

  

D D

T

T

X X X Q

X Q

          

  


   




  



 

     


 

     
 

 

 (E-N:5 غيخ السحجود الجقيقة الستسسة في الجدؼ Schaefer-Ignaczakتداوي درجات حخارة عسمية  د( -4
2D (  جية، جسيعيا معجومة:الستسسة الخار  الجقيقةالحي إجياداتو الجقيقة الستسسة، الخارجية وحخارتو    

-باستخجام طخيقة مذابية لمظخيقة السدتخجمة في الفقخة الدابقة نحرل مؽ جسمة السعادلات التكاممية       
1ية لأجل كل مؽ ، عمى السعادلات السدتقمة التال (22.4)التفاضمية، الجقيقة، الستسسة  ,e   والسحققة في ،

T : 

(44.4         )                         ,2 1 1
ˆˆD D ,Te X Q

κ
 

 
     

 
 

(45.4)                                0 ,2 1

1 ˆD θ tQ X 


 
     

 
 

ˆˆ:بسا أن 0 , 0X Q   السعادلات السدتقمة الدابقة الذكل التالي في، فتأخحT : 

(46.4)                                      2 2 1D θ 0 , D 0e    
 : 4.1مبرهشة    
 2الحي يذغل ) E-N:5 2D (الجقيقة الستسسة لأجل الجدؼ غيخ السحجود  Schaefer-Ignaczakعسمية  إن

والحي إجياداتو الجقيقة الستسسة الخارجية وحخارتو الجقيقة الستسسة الخارجية معجومة، ىي عسمية متداوية درجات الحخارة 
 الجقيقة الستسسة.

 الإثبات:     
التكاممي السباشخ مؽ السختبة الثانية بالشدبة لمسؾضع  Fourierبتظبيق مؤثخ  1 2,x xx  ولمدمؽt [8] 

 (، مؽ ثؼ باستخجام خؾاص ىحا السؤثخ، نحرل عمى السعادلات السحؾلة التالية:46.4عمى طخفي كل مؽ السعادلتيؽ )
(47.4      )                           42 0( ) ( , ) θ ( , ) ,λ W    ξ ξ 
(48.4        )                         4 12 0( ) ( , ) ( , ) ,λ W e    ξ ξ   

 تسثل الجالة حيث
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(49.4)      

3

( )1
[ ( , ) ] ( , ) : ( , )

2 2

i t
f t f f t e d d t




 

 
 

 

    
x ξ

x ξ x xF 

) السباشخ، السزاعف مؽ السختبة الثالثة لمجالةالتكاممي،  Fourier تحؾيل , )f tx بالشدبة لمسؾضع
 1 2,x xx  ولمدمؽt :كسا أن ، 

           
1 21 2 1 2( ) , ( ) , , , 1, , d d x d x iξ ξ x x x ξ        xxξ x ξ  

4                  و:      22 2
4 1 11( , ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )W ξ q ξ q         ξ  

 ,                   :ثؼ إن
1
2( )ξ ξ ξ      , 

1

1

( )
c


     , 

1

2λ
c






  

                                            ( )
i

q





 , 
2

Tm
λ







  , 0m κ η  

 ( الذكل التالي:47.4)و (48.4) انتأخح السعادلت
(50.4       )                               10 0θ ( , ) , ( , )e   ξ ξ 

التكاممي العكدي، السزاعف مؽ السختبة الثالثة بالشدبة لمؾسيط  Fourierلشعتبخ الآن مؤثخ 
 1 2,  والؾسيط  [8] :الستسثل بالعلاقة ، 
(51.4     )

1
3

( )1
[ ( , ) ] ( , ) : ( , )

2 2

i t
f f t f e d d


  

 

  
 

 

    
 x ξ

ξ x ξ F 

1حيث:  2d d d .  1بتظبيق السؤثخ العكدي
3
F (، 50.4السعادلتيؽ ) طخفي كل مؽ عمى

Tنحرل مباشخة  عمى الستظابقتيؽ التاليتيؽ، السحققتيؽ في  ) :2حيث:) 
(52.4    )                                 , 0 , , 0t e t   x x 

الجقيقة،  Schaefer-Ignaczakالشتيجة الستسثمة بأن عسمية  عمىمؽ الستظابقتيؽ الدابقتيؽ نحرل 
، كسا أن التسجد الدظحي الجقيق الستسؼ يكؾن متداوية درجات الحخارة الجقيقة الستسسةالستسسة، ىي عسمية 

  .ةبتالدظح الجقيق الستسؼ ثا مداحة ؛ بالتاليا  معجوم
الجقيقة، الستسسة، السدتقمة لأجل الجدؼ غيخ السحجد  Schaefer-Ignaczakه( معادلات -4   

 :) E-N:5 2D (السعتبخ
-Schaeferأ(، نشظمق مؽ معادلات -4باستخجام طخيقة مذابية لمظخيقة السدتخجمة في الفقخة )   

Ignaczak  تأخح الذكل التالي في (، التي22.4)التفاضمية، الجقيقة الستسسة  –التكاممية 2T   ،
 :، الستستع بإجيادات وحخارة، خارجية، جسيعيا معجومة) E-N:5 2D (لأجل الجدؼ غيخ السحجود 
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(53.4       )

     

     

   

     

1

, ,

1 0 0

, , , , , ,

1 1

, , , 3 3

2 2 0 0

4 3 3 3 4 3 , 3 3 3 ,,

1 1 1

2 2 2

1 1

2 2

1 ˆ 0 ,
2

ˆ ˆ . ,

t R R

t g g f f t R R

t R R J t R Y

t C R Y t C R g t t

       

           

     

   

  
 





   





 

       

        
 

        

          

 

وىشا نشؾه إلى أنو في ىحه الحالة يكؾن:    , 0 , , 0t e t   x x فيT ):حيث(
2  .

(، عمى السعادلات الجقيقة 53.4)أ(، نحرل مؽ السعادلات -4)باستخجام طخيقة مذابية لمظخيقة السدتخجمة في 
,3الستسسة، والسدتقمة التالية، لأجل كل مؽ     والسحققة في ،T  ):حيث(

2   :  

(54.4  ) 

   3, 3, 2 32

    
ˆ ˆ ˆL 2 2 ,Y Y Y            


         
 

    

(55.4)                                   3 2 3 ,2

    
ˆL Y   


   

 
حيث:  

2
2 1 2 4 1 4 1

2 2
( ) , L 4 , ( ) 4t tρ ε J                .  

 

 
 ) E-N:5 2D (التقميجية والجقيقة الستسسة لمجدؼ السعتبخ Fourier-Schaefer-Ignaczakو( صيغ  - 4   

 الستستع بإجيادات وحخارة ، خارجية، جسيعيا معجومة:غيخ السحجود و 
التقميجية والجقيقة الستسسة لمجدؼ السعتبخ،  Fourier-Schaefer-Ignaczakبيجف الحرؾل عمى صيغ     

0( عمى السعادلات التقميجية السدتقمة لأجل: 49.4الثلاثي السباشخ) Fourierنظبق تحؾيل  0

3, , ,         ،
 :[8](، وخؾاصو 49.4الثلاثي السباشخ) Fourierمؽ ثؼ ندتخجم علاقات التحؾيل التالية الشاتجة عؽ تحؾيل 

                            3 , 3( ) ( ) , ( ) ( ) ,tf i ξ f f i f     F F 

                   
2 2 2

3 1 3 22

 
ˆ( ) , (  ) [ ( ) ] ,f ξ f f ξ f  



     F F        

    
2 2

3 1 12( ) ( ) [ ( ) ] ,λ ξ ff      F                                      

                             

2
3 ( D ) [ ( ) ] ,f ξ q f  F

                                              

                   

2
3 1

2 2

2

2

( D ) { ( ) [ ( ) ] ( ) ( ) }

{ ( ) [ (1 ) ( ) ] [ ( ) ] } ,

ξ q q f

ξ q ξ q f

f      

    

     

      

F 

 

                   
2 2 22

3 2 1

4

2

2

(D ) ( ){ [ ( ) ] [ ( ) ] ( ) }

( ) ( , ) ,

f ξ q ξ q ξ f

W ξ f
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  

    

 

F 
 



 ،د.الحسن،د.هخلوف،الصالح                                                  التخمؾديشاميكية الجقيقة الستسسة Ignaczak-Schaeferعسمية  تداوي درجات حخارة

102 

 

2ĉ                                              حيث:  



 , 

2

2

ˆ ( )
ĉ


      

 حتى نرل إلى:
 الإجيادات التقميجية، السحؾلة والحخارة التقميجية، السحؾلة، التالييؽ: - 

(56.4) 
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 

 
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
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2 2
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( ) [ (1 ) ( ) ] ( ) .( )
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ξ q ξ q i ξ X

λ ξ q λξ Q
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 
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    


  




       


        
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(57.4)   
0 0 2 2

1
4 4

1

2
( ) ( ) [ ( ) ]

( ) ( , ) ( , )

κ η
q iξ X ξ Q

W ξ κW ξ
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   
    


 

-Schaefer( عمى معادلات 49.4الثلاثي السزاعف ) Fourierمؽ جية أخخى، بتظبيق تحؾيل 

Ignaczak ( مؽ ثؼ باستخجام علاقات التحؾيل التالية الشاتجة عؽ 55.4( و)54.4الجقيقة الستسسة، السدتقمة ،)
 :[8]( 49.4الثلاثي السباشخ) Fourierخؾاص تحؾيل 

                                           2 2
3 2 2( ) ( ) [ ( ) ] ,f ξ f      F               
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F F

                
 حيث:
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4 22 2 2 2 2 2 2
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
 

,3نحرل عمى العلاقات التالية التي تعظي الإجيادات، الجقيقة الستسسة، السحؾلة:    : 
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  3

2 22 2
2 4 3 2

ˆˆ( )( ) [ ( )] ( ; ) ( )[ ( )]( ) ,ε ξ ξ iξ Y                      ξ 

 أو:

(58.4)     
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  

     


  
  

ξ

ξ

 

(59.4)       
      

2 2
3 22 2

2 4

1 ˆ[ ( ) ]( )
ˆ[ ( ) ] ( ; )

ξ i ξ Y
ξ

  
   


    

  ξ
 

والستعمقة بتحؾيل  Fourierمؽ أجل متظمبات الجدء اللاحق مؽ ىحه الفقخة، تمدمشا مبخىشة الظي التالية لـ   
Fourier  [8]التكاممي السزاعف مؽ السختبة الثالثة. 

 : 4.2مبرهشة    
إذا كان: 

3 3( , ) [ ( , ) ] , ( , ) [ ( , ) ]F f t G g t  x xF F :عشجئح يكؾن، 
                                     )أولا  

3[( )( , ) ] ( , ) ( , ) ,f g t F G  xF  

1                                )ثانيا   
3 [ ( , ) ( , )] ( )( , ) ,F G f g t 

  xF  

)حيث الخمد   ) ( , )f g t x  يسثل طيFourier  لمتابعيؽ( , )f tx و( , )g tx وىؾ بحدب  3عمى ،
 تعخيف يعظى بالعلاقة:

1
( )( , ) : ( , ) ( , )

2 2
f g t f t s g s d d s

 

 

 

     x x y y y 

1حيث ىشا:  2( , )y yy 1و 2d d y d yy. 
الآن إذا فخضشا أن:   
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1 1
2 3 1 32 22 2

2 2

1 1ˆ ( , ) : [ ] , ( , ) : [ ]

ˆ ( ) ( )

F t F t

ξ ξ   

 
 

 

x xF F 

                   
1

1 1
2 3 3

4 4

1 1
( , ) : [ ] , ( , ) : [ ]

( , ) ( , )
G t G t

W ξ ξ 

 
 


x xF F 

)الثلاثي العكدي بالشدبة لـ  Fourierبتظبيق تحؾيل نحرل  ; )ξ  وخؾاصو، وباستخجام مبخىشة ،
 عمى: Fourier [8] الظي لـ

0 ،0أجلمؽ  تيؽالتقميجي Fourier يصيغت - 

 الآتيتيؽ ،: 
(60.4)   

     

     

   

0

1 2

2 1 2

1 2

2 2 2

2ˆ ˆ ˆD
2

2 1
D D

2

2 D

T

T

F X F X F G X

G Q G X

G Q

        

  




 




  


   



           


        



       



 

(61.4 )            
 

 
 

 
 0

2 2

0 1

2 2
t G X G Q 



     
       

 
 

,3لأجل  تيؽالستسس تيؽالجقيق Fourier-Schaefer-Ignaczak يصيغت -   : 
(62.4)

    
     

  
 

1 3

1 3

2

2 2

2 ˆ ˆ

2 ˆ ˆ ,

F G Y

F G Y

     

 


    

    



    

            
 

   
  

(63.4    )                       
 

 1 33 2 2

1 ˆ ˆF G Y   
   


 

 (: 1نتيجة )  
 ،التقميجية،السؾافقةFourier-Schaefer-Ignaczakباقي حقؾل  الحرؾل عمىيسكؽ  

 
0 0 0 0 0

3 3 3( , , ), ,κ μu          باستخجام علاقاتSchaefer-Ignaczak (15.4)-(12.4(و )20.4 )
 الشتائج التالية: عمىرل حنحيث ( ، 21.4و)

(64.4)  
0

2 1 2 2 2

1

2

1 ˆ ˆ( ) D ( ) ( ) ,
( )

m
u F X F G X G Q

κ
       
         


 

(65.4       )                          
 

0

3 2
2

1 ˆ( ) ,F X  


    
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(66.4)    

 

3

1 2

2

2

0
,2 , 2 2

2

1 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2

,

F X F X D F G X

m
G Q

        

 


   



        
  

  

    

(67.4          )                    20

3 2
2

ˆ( ) ,F X    

 





    

(68.4             )                    20
3 2

2

1 ˆ( )F X    


    

 (:2نتيجة )   
، الجقيقة، الستسسة السؾافقة  Fourier-Schaefer-Ignaczakحقؾل  عمىرل حأن نيسكؽ أيزا    

3 3 3( , , , , )κu          باستخجام علاقاتSchaefer-Ignaczak (24.4)-(22.4حيث ن ،)رل إلى ح
 الحقؾل الجقيقة الستسسة التالية:

(69.4    )            
2 1 3

2 ˆ ˆ( ) ,
( ) ( )

u F G Y
ε

   


   
      

 
 

(70.4       )                  
3 2 2 1 3

1 ˆ ˆ( ) ,
( ) ( )

F G Y
ε


   

   
 

 

(71.4)        2

2 2 1 3

1 ˆ ˆ2 ( )
( ) ( )

F G Y
ε

      
   

        
  

 

(72.4        )          3 2 2 1 3

1 ˆ ˆ( )
( ) ( )

F G Y
ε

    
    

 
 

 (:3نتيجة )   
00أخيخا  بتعؾيض الشتائج الستعمقة بـ  0 0 0 0 0

3 3 3( , , , , ), ,κ μu         والشتائج الستعمقة بـ

3 3 3( , , , , )κu            ( نحرل عمى صيغ 4.1في )Fourier-Ignaczak :الشيائية التالية لأجل

3 3 3( , , , , , ),κ μu     : 
(73.4)

     

     

   
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        

   

    
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 




  

 
     
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
 

    

           


        



              

            

 

(74.4)                         
 

 
 

 0
2 2

1
,

2 2
t G X G Q 



    
       

 
 

(75.4)             
 

 2
3 2 2 2 1 3

2

1ˆ ˆ ˆ( ) ,μ F X F G Y      

 
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(76.4)             
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ε

     

     

    
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

   


   
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 
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

      
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(77.4)  
 

2
3 2 2 2 1 3

1

2

1 ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,
( ) ( )

κ F X F G Y
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 

 

(78.4)
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(79.4    )

3 2 2 2 1 3

1

2

1 ˆ ˆ ˆ( ) ( )
( ) ( )

F X F G Y
ε

   
    
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 

 

 
 الاستشتاجات والسقترحات:. 6  

-E (الجقيقة الستسسة لمجدؼ  Schaefer-Ignaczakأثبتشا تداوي درجات حخارة عسمية  الاستشتاجات:   

N:5 2D (  صيغ  ثؼ أوججنادقيق الاستقظاب غيخ السحجود والحي إجياداتو وحخارتو، الخارجية، معجومة
Fourier-Schaefer-Ignaczak ،طخيقة  دمجذلػ باستخجام  التكاممية، التقميجية والجقيقة الستسسة، والكمية

 عمؼ في وتظبيقيانتائج ىحا البحث  استخجام. يسكؽ Schaefer-Ignaczakالتحؾيلات التكاممية مع طخيقة 
 مقاومة السؾاد وعمؼ الترفيح.

 نقتخح مشاقذة السدائل التالية: السقتخحات:    
-Schaeferأجل مدألتي مؽ  [11-9] )الحمؾل الأساسية( Greenإيجاد تؾابع  (1

Ignaczak التقميجية والجقيقة الستسسة( الحجيتيؽ والابتجائيتيؽ الدابقتيؽ(  

إعادة ماتقجم ذكخه مؽ أجل الحالة السدتؾية الثانبة )الحالة السدتؾية العكدية( للانفعالات  (2
 السخنة دقيقة الاستقظاب.
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