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 □ملخّص  □
 

غيخ الخظية ثشائية البعج والسدودة بتابع قهة، في الحالة غيخ تخامجة سال شخودنغخسشعتسج معادلة 
نحه جاذب شامل السدارات تشجحب جر الكافي فإن بالق ةالشاقرية. نبخىن أنو من أجل معظيات ابتجائية صغيخ 
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□ ABSTRACT □ 

 
We consider a subcritical forced damped 2D Nonlinear Schrödinger equation in the 

non elliptic case NES. We prove that if the initial data is small enough, the trajectory 

converges towards a global compact attractor. 
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 مقدّمة:
 غيخ الشاقرية بالذكل:  شخودنغختكتب معادلة 

                | |                                                          

 .        حيث  كثيخة حجود تابع  و  تسثل الدعة العقجية         حيث 
،  [  ] وفي فيدياء البلازما ، [    ]  تسمك ىحه السعادلة تظبيقات واسعة في سياق الأمهاج السائية

 . [  ]  ونبزات الميدر القريخة ججا  
في ىحا العسل سهف نيتم بجراسة سمهك حمهل معادلة متخامجة مدودة بحج قهة خارجية ىي معادلة 

 ، والتي تكتب بالذكل  | |    | |  في حالة  NESغيخ الشاقرية  شخودنغخ
   𝛾             | |                                                            

γو        وتشتسي إلى   قهة خارجية مدتقمة عن      حيث  ، بالإضافة إلى معامل التخامج   
 صغيخ بقجر كافي.        في     نظيم كهن 

تذكل ىحه السعادلة مع حج التخامج وحج القهة الخارجية نظام ديشاميكي غيخ مشتيي الأبعاد كسا في 
 .[              ]   الدياق السحكهر في 

إذ أثبت مع مؤثخ لابلاس،  NLS الشاقرية شخودنغخمعادلة  اىتم العجيج من الباحثين بجراسة 
Ghidaglia  تبهلهجيا الزعيفة في مبالشدبة ل شخودنغخوجهد جاذب شامل لسعادلة  1988في العام        

بيشسا  ،[23]أن ىحا الجاذب الزعيف ىه جاذب قهي في البحث  Wangأثبت  5991، ثم في العام [5]في 
في البعج الهاحج وعمى مجال محجود في  أما في بعجين،  5991عام  [ ]قج تم بخىانيا في  نظامية ىحا الجاذب

وجهد جاذب شامل في  1999عام  Akrounأثبتت  [1]وفي ، [ ]في  5991عام قج تم بخىانيا    
-Daveyتم إثبات أن نظام   [  ] في 7001وكحلك في العام    [  ] في  5991 وفي العام،       

Stewartson أثبت  2009العام  أما في ،الحي ىه تعسيم لسعادلة شخودنغخ يسمك جاذب شامل بحالات خاصة
Hussein و Goubet  درسها  2009وأيزا  في عام ،        الشظام جاذب شامل في ليحا أن  [  ]في

( relaxation schemeالسقظعة بالشدبة لمدمن باستخجام صيغة الاستخخاء )  Davey- Stewartson معادلة
 وAlounini درس  2014، وفي عام [10]وبخىشها وجهد جاذب شامل لمشظام الجيشاميكي الشاتج في 

Goubet اثبت  2016، وفي عام [2]غيخ الستخامجة مع حج كسهني تخبيعي في  شخودنغخسمهك حمهل معادلة
Zhu وفي       مع وجهد حج تكاممي غيخ محمي في   شخودنغخوجهد جاذب شامل لسعادلة   [  ] في

في عام  .  في  بهاسهن  -شخودنغخسمهك حمهل معادلة  [4]في  Goubet و Dabaa العام نفدو درس
في  .وجهد جاذب شامل لسعادلة شخودنغخ مع حج محمي [  ] في و آخخون  Hussein تأثبت 7072
أن الشظام ت لة شخودنغخ غيخ الشاقرية، وأثبتوجهد السجسهعة الساصة لسعاد Hussein تدرس [  ]

 .  [  ] الستخامج السحكهر فيوفقا  لتعخيف الشظام الجيشاميكي  الجيشاميكي الستعمق بيحه السعادلة متخامج
ليحه السعادلة في الحالة غيخ الشاقرية والحي يعظي  الجاذب الذامل وجهد سهف نجرس ىشا مدألة
  .وجهده تشبؤا  ميسا  بدمهك حمهليا
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 أىمّية البحث وأىدافو:
ما لحلك من أىسية و  غيخالشاقرية شخودنغخلسعادلة تأتي أىسية ىحا البحث في التشبؤ بدمهك الشظام الجيشاميكي 

 .الجاذب الذاملسمهك ىحا الشظام من خلال في التظبيقات الفيديائية، وييجف ىحا البحث إلى دراسة 
 طرائق البحث وموادّه:

ة وبذكل خاص في مجال السعادلات التفاضمية لحلك فإن لبحث تحت اختراص الخياضيات التظبيقييشجرج ىحا ا
من خلال  السعادلة التفاضمية الجدئية حمهلتسج بذكل أساسي عمى طخائق دراسة التقشيات الخياضية السدتخجمة ىشا تع

مع مؤثخ غيخ ناقري، نتعامل  تأتي كهنشاوالرعهبة ىشا  ،الجاذب الذاملنبحث عن وجهد  . تظبيقات التحميل الجالي
شكل الذكل التكاممي )، بالإضافة إلى التعامل مع بالقجر الكافي ةيات ابتجائية صغيخ ولكن نتجاوز الرعهبة بأخح معظ

 ليحه السعادلة. (ديهىامل
 النتائج والمناقذة:

 نحكخ بجاية  بعض التعاريف الأساسية لجراستشا. 
أي من أجل كل شخط ابتجائي (من أجل كل مدألة قيسة ابتجائية معخفة بذكل جيج  : [  ] 2تعريف

    {    }نرف زمخة  سكن تعخيففإنو ي             لسعادلة تفاضمية يهجج حل وحيج            
 بالذكل

                          

 .      و                                                وتحقق
 أنيا مجسهعة ماصة إذا تحقق        من  𝛽يقال عن مجسهعة جدئية محجودة  : [  ] 4تعريف

    𝛽  𝛽                
 بحيث        يهجج         من   ومن أجل كل مجسهعة محجودة 

.      𝛽                    
 مجسهعة تحقق الخرائص التالية:         لتكن  : [  ] 3تعريف

      .         متخاصة وغيخ خالية في              
                                 . 

 .      تجحب كل السجسهعات السحجودة في                  
 .     بالشدبة لمشظام الجيشاميكي (Global Attractor) الجاذب الذامل  عشجئحٍ يدسى 

 
 عمى الذكل:  ( NESنكتب مدألة القيسة الابتجائية السهافقة لمسعادلة  )  

   𝛾             | |                                     

 مدودة بالذخط الابتجائي
                                                                      

 
أن لسدألة القيسة الابتجائية حل شامل بالشدبة لمدمن وذلك من أجل  تم البخىان، [  ] في دراسة سابقة في

 من خلال السبخىشة التالية: وجهد السجسهعة الساصة صغيخة بالقجر الكافي، وكحلك إثباتائية معظيات ابتج
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 [  ]: 2 مبرىنة

   ثابت معظى بالذكل  0Rمن أجل 
 | |

  (  )

صغيخ بقجر كافي كشظيم في  fومن أجل     

   بحيث        
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ثابت معظى  strc، حيث         فإنو يهجج مجسهعة محجودة ماصة في        مجسهعة تامة في 
 متخاجحة ستخيكارتد في 

 (. [     ]   ) راجع
السظخوحة و السدودة بسعظيات ابتجائية صغيخة بالقجر الكافي  نبخىن في ىحا العسل أن معادلة شخودنغخ

 من خلال السبخىشة التالية:        تذكل نظام ديشاميكي مدود بجاذب شامل في 
 :4مبرىنة 

   ثابت معظى بالذكل  0Rمن أجل 
 | |

  (  )

صغيخ بقجر كافي كشظيم في  fومن أجل     

   بحيث        
  

 

       
 ، و بفخض  
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 .        السهافق يسمك جاذب شامل في       فإن الشظام الجيشاميكي        مجسهعة تامة في 
 : 4ثبات المبرىنة إ

ىا تباعا ، من خلال عجة تسييجيات سشحكخ  [  ] السدتخجمة في ظخيقةالمن أجل إنجاز البخىان سشتبع 
ومن ثم نتعامل مع شكل ديهىامل لمسعادلة من أجل بخىان التخاص  ،        التخاص في  أولا   نبخىنحيث 

𝜔و بالتالي وجهد الجاذب كسجسهعة ،         في    من السجسهعة السحجودة الساصة.        
𝛼من أجل   تابع مشقظع    نعتبخ    

      {
                 | |  𝛼       
                  | |    𝛼

 
𝛼  عشجما  تتقارب نحه       و          ليكن  𝜂 فإنو أيا  كانت  ∞  يهجج فإنو  [   ] 
𝛼 𝜂     بحيث يكهن       |    |  𝜂        𝜂           حيث  [   ] 

. 
 حل لمسدألة   حيث   و   كسجسهع تابعين   نكتب التابع 

   𝛾              | |                             
          

 حل لمسدألة  و 
   𝛾              | |                                         

         
 :من خلال التسييجية التالية       صغيخ في     نبخىن الآن أن

𝜂 و 𝛽   من أجل : 2تمييدية   بحيث إن     𝜂  يهجج  [   ] 
   | |   

𝜂

𝛾
          𝜂  



    

 ،د.حدين                                                                         الجاذب الذامل لسعادلة شخودنغخ غيخ الشاقرية
 

15 
 

 ونأخح الجدء الحقيقي لمسعادلة الشاتجة ونكامل ̅ بـ     نزخب السعادلة : الإثبات
 

 

 

  
| |  

  𝛾| |  
  

 

 𝛾
|    |  

 
 

𝛾

 
| |  

  
 يشتج

 

  
| |  

  𝛾| |  
  

𝜂 

𝛾
 

 يتم السظمهب. [ ]غخونهال بتظبيق تسييجية و 
 :نبخىن الآن التسييجية التالية

 : 4 تمييدية
 .        تبقى محجودة في   فإن  𝛽   من أجل 
 حل لمسعادلة     وبالتالي            : نزع الإثبات

     ∫       | |
 

 

        ∫                

 

 

   

 .     | |   بحيث     أنو يهجج  نجج [  ]في  5باتباع نفذ الأسمهب الستبع في بخىان السبخىشة 

 : 3تمييدية 
𝜂من أجل   𝛽   بحيث إن من أجل  𝛾  | |   𝜂يعتسج عمى      يهجج  [   ] 

|  |  
     

      √  حيث  
 ومن ثم نكامل ونأخح الجدء الحقيقي ̅   بـ      نزخب السعادلة  : الإثبات

 

 

 

  
|  |  

  𝛾|  |  
    ∫   ̅(       )    ∫   ̅   

 (       )̅   ∫    (     )̅  ∫    = حيث        

 نحرل عمى
 

 

 

  
|  |  

  𝛾|  |  
  |  |  |     |   |  |  |   |     

                        
𝛾

 
|  |  

  
 

𝛾
   

 

𝛾
|   |  

  
 وبالتالي

 

  
|  |  

  𝛾|  |  
     

 نجج [ ] تسييجية غخونهال بتظبيق

|  |  
     

 نياء بخىانإفبحلك تم  تظبيق متخاص                                وبسا أن 
 فإنو  𝜂    من أجل  أي أنو        التخاص في

    𝛽        √𝜂             
 .       في  ةمتخاص   حيث 
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تتقارب بقهة في         يهجج متتالية جدئية من  𝛽   و      من أجل كل متتالية ويكهن 
      . 

 : 2تمييدية 
من أجل تبهلهجيا         السجسهعات السحجودة فيمدتسخة عمى      مهجب تكهن   من أجل 

 .      قهية من 
 .البخىان مذابو لمحالة الشاقرية لحلك تم إىسالو

 :       نبخىن الآن التخاص في 
 : 5تمييدية 

تتقارب    (  ) و متتالية جدئية          يهجج      و  𝛽   من أجل كل متتالية  
 .       في  بقهة من 

بزعف في   تتقارب من    (  ) من الخظهة الأولى نجج أنو يهجج متتالية جدئية من  : الإثبات
متتالية  𝛽   (    ) وحيث      و     نو من أجل أو        و بقهة في        

لأن         من       وبقهة في        بزعف في        تتقارب من         محجودة في 
.لشأخح        من أجل التبهلهجيا القهية في        السجسهعات السحجودة في مدتسخ عمى      

 وبالتالي 𝛽من    (  ) 
|    (  ) |      و              (  )    .

      
      

           وبسا أن.        في   𝛻تتقارب من    (  ) 𝛻الآن أن نبخىن 
 

      
 وباستخجام الستخاجحة 

 | |
 

 
 
  | |  

 
 | |  

 
  

|       (  )    |      نجج   
      
 .1،  وبحلك تم إنجاز التسييجية       

 ومن ثم نبخىن شسهليتيا. [   ]نبخىن الآن تسييجية تعظيشا نتائج محمية عمى 
 : 6تمييدية 

    و     بذخطين ابتجائيين                  حيث    حمين لمسعادلة   و   بفخض 
[   ] عشجئح فإنو من أجل  عمى التختيب 𝛿فإنو يهجج      بحيث يكهن        و   

|𝛻  𝛻 |    
  𝛿|𝛻   𝛻  |    

        |   |    
  

[         ] وكحلك من أجل   فإن    

|𝛻  𝛻 |    
  𝛿 |𝛻   𝛻  |    

    ∑𝛿   

   

   

|           |    
   

[   ] من أجل   :الإثبات  فإنو   

|     | |  | |  |
      

 
 

      
 
 |   |    

 |     |      
  

      
 
 |   |    

 |     |      
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    | |    وبسا أن 
  | |    

  فإن  
|     | |  | |  |

      

 
 

  |   |    
  

 

 
|     |      

  

      حيث 
 

 (|𝛻  |    
  |𝛻  |    

     )   . 

 لجيشا جيةمن 
  |     |      

       |       |    
    |   |    

  
 ومن جية أخخى 

|     |    
  |       |    

   |   |    
  

 

 
|     |      

  
 وبالتالي

|     |    
          |       |    

    |   |    
  

 
      |       |    

    |   |    
  

 يشتج عشو 
|     |    

             |       |    
        |   |    

  
 بحيث يكهن  𝛿              أي أنو يهجج 

|     |    
  𝛿|       |    

        |   |    
  

[         ] من أجل  و  نحرل عمى   

|             |    
  𝛿 |       |    

    ∑𝛿   

   

   

|           |    
   

 .1وبحلك تم إنجاز بخىان التسييجية 
 و بالتالي     حلان لمسعادلة      ،    (  ) لجيشا  ؛  7 لشكسل الآن إثبات السبخىشة

|  (  )     |
    
   𝛿 |  (     )           |

    
  

   ∑𝛿   

   

   

| (        )            |
    
  

 وبالتالي 

      
   

|  (  )     |
    
  𝛿       

   
|  (     )           |

    
  

 (          (     ) )وبالتالي        تتقارب بزعف في    (     ) وبسا أن 
  .      في     تتقارب بقهة من    (  ) نجج        . بجعل       محجودة في 

 شتيجة التالية:في الما سبق يسكن تمخيص و  7ىكحا يكهن تم إثبات السبخىشة 
 نتيجة: 

 مجسهعة معخفة بالذكل 𝒜لتكن 
𝒜  {  𝛽     𝛽                            } 

 .(7لمسعادلة )        جاذب شامل ومتخاص في  𝒜فإن 
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