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□ ABSTRACT □ 

 

In this research, our work focused on proving an important result in the field of 

the theory of approximation of complex functions, which is concerns the 

approximation of a family of functions that belong to the weighed Smirnov-Orlicz 

space defined on a doubly – connected domain in the complex plane bounded by two 

curves belonging to the class of  Dini-smooth curves with rational functions by using 

the partial sums of Faber-Lorent series.  
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 مقدمة:ال
يُعد فضاء أورليتش من أهم الفضاءات الدالية التي نشأت كتعميم لفضاء ليبيغ وبدأت دراسته من قبل 

 احتل هذا الفضاء مكانا  بعد الحرب العالمية الثانية، و  ونشطت دراسته [1] 1932عام  Orliczالعالم البولندي 
 Israfilovدرس   [2] 2005  الكثير من الباحثين ففي عام  وعُنيَ باهتمام متميزا  بين الفضاءات الدالية

ثم تابعا العمل معا   تقريب دوال فضاء أورليتش المعرفة على منحنيات كارلسون بدوالٍ كسرية، Guvenبمشاركة 
الموزن المعرفة على دائرة الواحدة بواسطة كثيرات مسألة تقريب دوال فضاء أورليتش بدراسة  [3] 2006في عام 

من تقريب دوال فضاء سميرنوف   Israfilov  and Akgun تمكن [4] 2008الحدود المثلثية. في عام 
 2012عام   Jafarov توصلكما  .أورليتش المعرفة على منحني ديني أملس باستخدام معامل الملوسة الكسري 

سميرنوف أورليتش الموزن المعرفة على منطقة بسيطة الترابط ومحاطة بمنحني تقريب دوال فضاء  إلى  [5]
بسبب تطبيقاته المختلفة في العديد فضاء أورليتش ب إزداد الاهتمامالأخيرة السنوات ي فت حدود. كارلسون بكثيرا
القيم الحدودية في  مسائل وآخرون  Bilalovدرس  [6] 2024في عام ، نذكر على سبيل المثال من المجالات 

نظريات الوجود للمعادلات التكاملية،  [7] 2024في العام  وآخرون  Metwaliعالج فضاء أورليتش. كما 
وال فضاء سميرنوف أورليتش في هذا العمل بدراسة مسألة تقريب دقمنا . في فضاء أورليتش ها وقابلية حل

المعرفة على منطقة ثنائية الترابط والمحاطة بمنحنيين أملسين بدوال كسرية، ومن الجدير بالذكر أن  الموزن 
نذكر تقريب الدوال العقدية على مناطق ثنائية الترابط تمت دراسته على العديد من الفضاءات الدالية المختلقة 

 منها:
المعرفة على منطقة ثنائية الترابط  تقريب دوال فضاء سميرنوف أورليتش 2011عام  Jafarovدرس • 

 .[8]والمحاطة بمنحنيين ديني أملسين بدوالٍ كسرية في 
في مسألة تقريب دوال فضاء سميرنوف للدوال التحليلية  2017وآخرون عام  ALIبحث الدكتور  •

 .[9]متغيرة الأس المعرفة على منطقة ثنائية الترابط والمحاطة بمنحنيين ديني أملسين في 
مسألة تقريب دوال فضاء موري سميرنوف المعرفة على منطقة ثنائية  2018عام  kinj عالج الدكتور• 

بدراسة تقريب  2022، كما تابع هذا العمل عام [10]الترابط والمحاطة بمنحنيين ديني أملسين بدوالٍ كسرية في 
ابط والمحاطة بمنحنيين ديني دوال فضاء موري سميرنوف ذو الأس المتغير المعرفة على منطقة ثنائية التر 

 .[11]أملسين في 
 أهمية البحث وأهدافه:

تكون من خلال استبدالها بدوال أبسط منها بحيث  المعقدةتقريب الدوال  بدراسةتكمن أهمية هذا البحث 
تقريبا  للدالة المعطاة، ولذلك يتجلى الهدف الرئيسي لهذا البحث في دراسة مسألة تقريب أسرة دوال فضاء 

لمجاميع الجزئية لمتسلسلات سميرنوف أورليتش الموزن المعرفة على منطقة ثنائية الترابط بدوال كسرية متعلقة با
 فابير لورنت

 طرائق البحث ومواده:
وهو يملك صبغة  في الرياضيات النظرية نظرية تقريب الدوال العقديةاختصاص يقع البحث ضمن 

 .والتحليل العقدي وكثيرات حدود فابير نظرية وتستخدم فيه طرائق نظرية تخص نظرية التقريب
 تعاريف ومفاهيم أساسية ومبرهنات مساعدة:
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 :N – functionالأسرة : [12]( 1تعريف )
𝑀(𝑢):ℝ يقال عن الدالة → ℝ+ من الأسرة  اأنهN – function التمثيل التكاملي  اإذا كان له

 الآتي: 

𝑀(𝑢) = ∫ 𝑝(𝑡)
|𝑢|

0

 𝑑𝑡 

𝑡عندما  ةمن اليمين وموجب ةمستمر دالة  𝑝(𝑡) حيث الدالة ≥  حققتو ة غير متناقصو  0
               𝑝(0) = 0   ,    𝑝(∞) = lim

𝑡→∞
𝑝(𝑡) = ∞ 

 كما أن الدالة 

𝑁(𝑣) = ∫ 𝑝(𝑠)
|𝑣|

0

 𝑑𝑠 

𝑝(𝑠)حيث . 𝑀(𝑢)تدعى الدالة المتممة للدالة  = sup
𝑝(𝑡)≤𝑠

𝑡  

 (Lebesgue functions spaceفضاء دوال ليبيغ)  [13] (2تعريف )
1وليكن   ℂمنحني جوردان محدود الطول في المستوي العقدي  Γليكن   ≤ 𝑝 <  .حقيقيا   عددا   ∞

:𝑓بأنه مجموعة كل الدوال العقدية  𝐿𝑝(Γ)ليبيغ  دوال يُعرف فضاء Γ → ℂ الدالة التي يكون من أجلها |𝑓|𝑝 
 أي تحقق الشرط الآتي:  Γقابلة للمكاملة على المنحني 

∫|𝑓(𝑧)|
𝑝

|𝑑𝑧|  < ∞ 

Γ

 

 : الآتي فضاء باناخ إذا زُود بالنظيم 𝐿𝑝(Γ)يشكل 

‖𝑓‖𝐿𝑝(Γ) = (∫ |𝑓(𝑧)|
𝑝

|𝑑𝑧|
Γ

)

𝟏
𝒑

 

 𝐿𝑀(Γ) (Orlicz functions Space) أورليتش دوال فضاء  [14] (3تعريف ) 
 نسمي،  N – functionمن الأسرة  𝑀والدالة  ℂمنحني جوردان في المستوي العقدي  Γليكن 

𝐿𝑀(Γ) العقدية جميع الدوال  أسرة 𝑓: Γ → ℂ  الآتيوالمحققة للشرط: 
                                           ∫ 𝑀(𝜆|𝑓(𝑧)|)|𝑑𝑧| 

Γ
< ∞     

 𝜆من أجل ثابت موجب 
 :الآتي فضاء باناخ إذا زُود بالنظيم 𝐿𝑀(Γ)  يشكل

‖𝑓‖𝐿𝑀(Γ) = sup
𝑔∈𝐿𝑁(Γ)

{∫(𝑓. 𝑔)(𝑧) |𝑑𝑧|

Γ

}                (1) 

 عرّف بالعلاقة:وت 𝑀هي الدالة المتممة للدالة  𝑁لتكن 
𝑁(𝑦) = max

𝑥≥0
{ 𝑥𝑦 − 𝑀(𝑥)} 

𝐿𝑀(Γ)أي:  Γإنّ أية دالة من فضاء أورليتش قابلة للمكاملة ليبيغيا  على  - ⊂ 𝐿1(Γ). 

𝑀(𝑥) إذا كان حالة خاصة =  𝑥𝑝   حيث ∞>p >1 دوال ءإلى فضا يؤول شأورليت دوال فضاء فإن 
    أورليتش دوال ليبيغ هو حالة خاصة من فضاء دوال أي أن فضاء 𝐿𝑝(Γ)ليبيغ 
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 𝐸𝑀(𝐺) (Sairnov Orlicz functionsسميرنوف أورليتش دوال فضاء  :[16]( 4تعريف )

Space) 
 إذا كان: 𝐸𝑀(𝐺)أنها تنتمي إلى  𝐺الترابط    المنطقة بسيطةالتحليلية في  𝑓يُقال عن الدالة 

∫ 𝑀(|𝑓(ξ)|

Γ𝑟

) |𝑑𝜉| < ∞ 

𝑤}صورة الدائرة  Γ𝑟حيث  ∈ ℂ; |𝑤| = 𝑟; 0 < 𝑟 < وفق تحويل محافظ يحول قرص الواحدة  {1
𝐷  إلى المنطقة𝐺. 

 فضاء باناخ إذا زُود بالنظيم 𝐸𝑀(𝐺)  يشكل
‖𝑓‖𝐸𝑀(𝐺) = ‖𝑓‖𝐿𝑀(Γ) 

 (conformal mappingالتحويل المحافظ ) [17](:5تعريف)
:𝑓منطقتين في المستوي العقدي و  ′𝐺و  Gلتكن  𝐺 → 𝐺′   يُقال عن تقابلا ،𝑓 تحويلٌ محافظٌ  ن هإ 

ستثناء نقطة واحدة على الأكثر با  G  في المنطقة ةتحليلي 𝑓 ت الدالةإذا كان ′𝐺  في المنطقة Gللمنطقة 
 . 𝑓للدالة   قطبا  من المرتبة الأولى، أي قطبا  بسيطا   تشكل 

:𝑓إذا كان  من المعلوم أن ه 𝐺 → 𝐺′   تحويلا  محافظا  للمنطقةG  في المنطقة𝐺′ ، كان𝑓−1: 𝐺′ →

G للمنطقة ا  تحويلا  محافظ𝐺′  في المنطقةG . 
 Riemann Mapping)مبرهنة ريمان في التحويلات المحافظة : [18]( 1مبرهنة مساعدة )

Theorem) 
𝐺لتكن  ⊂ ℂ  منطقة بسيطة الترابط وليكن𝐷 = {𝑤 ∈ ℂ ;  |𝑤| <  ولتكن،  قرص الواحدة {1

𝑧0 ∈ 𝐺  نقل المنطقة ي يوجد تحويل محافظ عندئذG   قرص الواحدة داخل إلىD حققوي : 
                     𝑓′(𝑧0) > 𝑓(𝑧0)   و   0 = 0. 

 :[15]( 1نتيجة )
 نستنتج من مبرهنة ريمان في التحويلات المحافظة ما يأتي:

𝑤يوجد تحويل محافظ وحيد  عندئذفي المستوي العقدي  محدود الطول منحني جوردان Γن ليك =

𝒜(𝑧)  المنحني خارج ينقلΓ   إلى خارج قرص الواحدة  𝐷− = {𝑤 ∈ ℂ ;  |𝑤| >  ويحقق:  {1

𝒜 (∞) = ∞  , lim
𝑧→∞

𝒜(𝑧)

𝑧
> 0 

 𝒜للدالة العكسية للدالة  ℬولنرمز بـ 
𝑤كما يوجد تحول محافظ وحيد  = 𝒜1(𝑧)  داخل المنحني ينقلΓ    إلى خارج قرص الواحدة𝐷− 

 ويحقق:
𝒜1(0) = ∞  , lim

𝑧→0
𝑧.𝒜1(𝑧) > 0 

 ( Dini – Smooth Curveمنحني ديني أملس ) :[18]( 6تعريف )
المعرف  𝒽معامل الاستمرارية للدالة 𝜔𝒽 (t)[، وليكن 0,2𝜋]دالة مستمرة على المجال  𝒽لتكن 

 :بالعلاقة
  |𝒽(𝑡1) − 𝒽(𝑡2)||𝑡1−𝑡2|≤𝑡

sup       
   ; t≥0                          ( =t) 𝜔𝒽 
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 إنها دالة ديني إذا حققت الشرط الآتي:  𝒽يُقال عن الدالة 
∫

𝜔𝒽(𝑡)

𝑡

2𝜋

0
 dt < ∞ 

 التمثيل الآتي :أملس إذا كان له  –منحني ديني  إن ه   Γكما يُقال عن منحني جوردان المحدود الطول 
Γ: {𝑧 = 𝑧(𝜏), 0 ≤ 𝜏 ≤ 2𝜋} 

,]من  𝜏من أجل كل   𝑧′(𝜏)≠0 دالة ديني وتحقق الشرط 𝑧′(𝜏)وكانت  2𝜋0]. 
,𝐶1أملس  فإنه يوجد ثوابت  –ديني   Γإذا كان ومن المعلوم أنه  𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 بحيث يتحقق 

0 < C1 ≤ |𝒜
′(z)| ≤ 𝐶2 < ∞     ; 𝑧 ∈ 𝐺

− 
    (3)   

0 < C3 ≤ |ℬ′(𝑤)| ≤ 𝐶4 < ∞    ;  |𝑤| ≥ 1 
 (Muckenhoupt Weightsأوزان ماكنهوبت):[19]( 7تعريف )

𝑝وَ  ∞>p >1منحني جوردان محدود الطول في المستوي العقدي و  Γ ليكن

𝑝−1
 q= عرّف أوزان ت

:𝜔بأنها مجموعة دوال الوزن  𝐴𝑝(Γ)ماكنهوبت  Γ →  التي تحقق شرط ماكنهوبت الآتي: [∞,0]

sup
𝑧∈Γ

sup
𝑟>0

(
1

𝑟
∫ [𝜔(𝜏)]𝑝|𝑑𝜏|

Γ(𝑧,𝑟)

)

1
𝑝

(
1

𝑟
∫ [𝜔(𝜏)]−𝑞|𝑑𝜏|

Γ(𝑧,𝑟)

)

1
𝑞

< ∞ 

 حيث:
Γ(𝑧, 𝑟) = {𝑡 ∈ Γ; |𝑡 − 𝑧| < 𝑟} 

 (Boyd indicesدليلا بويد ) :[20]( 8تعريف )
:𝑀−1لتكن  [0,∞[→ في فضاء  𝑀، يُعرف دليلا بويد للدالة 𝑀الدالة العكسية للدالة  ]∞,0]

 :أورليتش بالعلاقتين الآتيتين

𝛼𝑀 = lim
𝑡→+∞

−
log𝐾(𝑡)

log 𝑡
    , 𝛽𝑀 = lim

𝑡→0+
−
log𝐾(𝑡)

log 𝑡
  

:𝐾 حيث الدالة  بالعلاقة:عطى ت [∞,0[→]∞,0[

𝐾(𝑡) = lim
𝑡→+∞

sup
𝑀−1(𝑦)

𝑀−1(𝑡𝑦)
;   𝑡 > 0 

0معلوم أنَّ  [20] من ≤ αM ≤ βM ≤ α𝑁وأن  1 + 𝛽𝑀 = α𝑀وَ  1 + 𝛽𝑁 = 1  
,𝐿𝑀(Γأورليتش الموزن  دوال فضاء :[21]( 9تعريف ) 𝜔) (Weighted Orlicz functions 

Space) 
,𝐿𝑀(Γإلى  Γالقابلة للمكاملة على المنحني  𝑓تنتمي الدالة  𝜔) :إذا تحقق الشرط 

𝑓.𝜔 ∈ 𝐿𝑀(Γ) 
,𝐿𝑀(Γ يشكل 𝜔) فضاء باناخ إذا زود بالنظيم 

‖𝑓‖𝐿𝑀(Γ,𝜔) = ‖𝑓.𝜔‖𝐿𝑀(Γ)          … (4) 
 

,𝐸𝑀(𝐺سميرنوف أورليتش الموزن دوال  فضاء :[21](10)تعريف 𝜔) (Weighted Smirnov 

Orlicz functions Space) 
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دالة  𝜔 و Γمنطقة بسيطة الترابط في المستوي العقدي محاطة بمنحني جوردان محدود الطول  𝐺لتكن
:𝑓لأسرة جميع الدوال  𝐸1(𝐺)،يُرمز بـ    Γ المنحني  على معرفة وزن  𝐺 → ℂ في المنطقة  التحليليةG . 
 ف فضاء دوال سميرنوف أورليتش الموزن بالعلاقة الاتية: يُعر 

𝐸𝑀(𝐺, 𝜔) = {𝑓 ∈ 𝐸1(𝐺);   𝑓 ∈ 𝐿𝑀(Γ,𝜔) } 
,𝐸𝑀(𝐺 يشكل 𝜔) :فضاء باناخ إذا زود بالنظيم 

‖𝑓‖𝐸𝑀(𝐺,𝜔) = ‖𝑓‖𝐿𝑀(Γ,𝜔) 
منطقة بسيطة الترابط في المستوي العقدي محاطة بمنحني  𝐺لتكن  :[14]( 2مبرهنة مساعدة )

𝑓إذا كان  Γجوردان محدود الطول  ∈ 𝐿1(Γ) المعرفتين بالعلاقتين الآتيتين: فإن الدالتان 

𝑓+(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
𝑑𝜉

Γ

;    𝑧 ∈ 𝐺 

𝑓−(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
𝑑𝜉

Γ

;    𝑧 ∈ 𝐺− 

(∞)−𝑓على الترتيب و  −𝐺و 𝐺تحليليتان في  = 0. 
𝑧من أجل •  ∈ Γ  فإن المؤثر𝑆Γ المعرف بالعلاقة 

𝑆Γ(𝑓)(𝑧) = lim
𝜖→0+

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
Γ  ⃥Γ(𝑧,𝜖)

𝑑𝜉 

 حيث:
Γ(𝑧, 𝜖) = {𝜉 ∈ Γ; |𝜉 − 𝑧| < 𝜖} 

 يدعى مؤثر كوشي الشاذ.
من خلال علاقات سوخوتسكي  𝑓ومع مؤثر كوشي الشاذ للدالة  𝑓مع الدالة  −𝑓و  +𝑓وترتبط الدلتان 

 الآتية:
𝑓+(𝑧) = 𝑆Γ(𝑓) +

1

2
𝑓(𝑧)

𝑓−(𝑧) = 𝑆Γ(𝑓) −
1

2
𝑓(𝑧)

𝑓(𝑧) = 𝑓+(𝑧) − 𝑓−(𝑧) }
 
 

 
 

         (5) 

0ليكن : [21]( 3)مبرهنة مساعدة < 𝛼𝑀 < 𝛽𝑀 < 𝜔و  1 ∈ 𝐴 1

𝛼𝑀

(𝑇) ∩ 𝐴 1

𝛽𝑀

(𝑇)  و𝑓 ∈

𝐿𝑀(Γ, 𝜔) :ٍعندئذ 
𝑓+ ∈ 𝐸𝑀(𝐺, 𝜔),       𝑓

− ∈ 𝐸𝑀(𝐺
−, 𝜔) 

 النتائج والمناقشة:
 نوجد سلسلة المجاميع الجزئية لسلسلة فابير لورنت   fلإيجاد تقريب الدالة 

)سنفرض  Γ2و  Γ1محاطة بمنحنيي جوردان  ℂمنطقة ثنائية الترابط في المستوي العقدي  𝑈نفرض أن 
0( وبدون التقليل من العمومية نفرض أن Γ1محتوى في المنحني المغلق  Γ2أن المنحني المغلق  ∈ 𝑖𝑛𝑡 Γ2 

 ولتكن ،
𝑈1
∞ = 𝑒𝑥𝑡 Γ1,         𝑈1

0 = 𝑖𝑛𝑡 Γ1 
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𝑈2
∞ = 𝑒𝑥𝑡 Γ2,         𝑈2

0 = 𝑖𝑛𝑡 Γ2 
𝑈1 لدالة التي تنقل بشكل محافظل w = 𝜑(𝑧)بـ وسنرمز   

 : لشروطالمحققة لو   −𝐷إلى ∞

𝜑 (∞) = ∞        , lim
𝑧→∞

𝜑(𝑧)

𝑧
> 0 

𝑈2للدالة التي تنقل بشكل محافظ  w = 𝜑1(𝑧)كما سنرمز بـ 
 والمحققة للشروط: −𝐷إلى  0

𝜑1(0) = ∞        , lim
𝑧→0

𝑧. 𝜑1(𝑧) > 0 
  .على الترتيب 𝜑1و  𝜑 للدوال العكسية للدوال Ψ1و  Ψ بـولنرمز 
𝑇 بـونرمز  = {𝑤 ∈ ℂ ; |𝑤| =       −ext T=D=int T   ,  𝐷دائرة الواحدية حيث لل {1

𝑈1ولنأخذ منحنيات السوية في المناطق 
𝑈2و  0

,𝑟0والتي تُعرّف من أجل  0 𝜌0 >  بالعلاقتين 1
𝐶𝜌0 = {𝑧 ∈ ℂ; |𝜑(𝑧)| = 𝜌0} 
𝐶𝑟0 = {𝑧 ∈ ℂ; |𝜑1(𝑧)| = 𝑟0} 

 :  [17]بالعلاقة  𝑘من الدرجة  𝐹𝑘(𝑧)تُعرف كثيرات حدود فابير 
Ψ′(𝑤)

Ψ(𝑤) − 𝑧
= ∑

𝐹𝑘(𝑧)

𝑤𝑘+1 

∞

𝑘=0

;    𝑧 ∈ 𝑈1
0, 𝑤 ∈ 𝐷−      … (5) 

 :ةالآتي وفق العلاقات 𝐹𝑘(𝑧) يمكن تمثيل كثيرات حدود فابير• 
𝑧إذا كانت  - ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝐶𝜌0 :ٍعندئذ 

𝐹𝑘(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∫
[𝜑 (𝜉)]𝑘

𝜉 − 𝑧
𝐶𝜌0

𝑑𝜉 =
1

2𝜋𝑖
∫

Ψ′(𝑤) 𝑤𝑘

Ψ(𝑤) − 𝑧
|𝑤|=𝜌0

𝑑𝑤        … (6) 

𝑧وإذا كانت  - ∈ 𝑒𝑥𝑡 𝐶𝜌0 :ٍعندئذ 

𝐹𝑘(𝑧) = 𝜑
𝑘(𝑧) + 

1

2𝜋𝑖
∫
[𝜑 (𝜉)]𝑘

𝜉 − 𝑧
𝐶𝜌0

𝑑𝜉      … (7) 

𝐹̃𝑘وبطريقة مماثلة تُعرف كثيرات حدود فابير  (
1

𝑧
1بقوى  𝑘من الدرجة  (

𝑧
 :[17]بالعلاقة  

Ψ1
′(𝑤)

Ψ1(𝑤) − 𝑧
= ∑

−𝐹̃𝑘 (
1
𝑧)

𝑤𝑘+1

∞

𝑘=1

;     𝑧 ∈ 𝑈2
∞, 𝑤 ∈ 𝐷−    … (8) 

𝐹̃𝑘يمكن تمثيل كثيرات حدود فابير •  (
1

𝑧
 الآتية:وفق العلاقات  (

𝑧إذا كانت  - ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝐶𝑟0 :ٍعندئذ 

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
) = 𝜑1

𝑘(𝑧) −
1

2𝜋𝑖
∫
[𝜑1(𝜉)]

𝑘

𝜉 − 𝑧
𝐶𝑟0

𝑑𝜉    … (9) 

𝑧إذا كانت  - ∈ 𝑒𝑥𝑡 𝐶𝑟0 :ٍعندئذ 

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
) = −

1

2𝜋𝑖
∫
[𝜑1(𝜉)]

𝑘

𝜉 − 𝑧
𝐶𝑟0

𝑑𝜉 = −
1

2𝜋𝑖
∫

Ψ1
′(𝑤) 𝑤𝑘

Ψ1(𝑤) − 𝑧 
|𝑤|=𝑟0

𝑑𝑤  … (10) 
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 Γ2و  Γ1منطقة ثنائية الترابط في المستوي العقدي، محاطة بمنحنيي جوردان محدودي الطول  𝑈لتكن 
Γوزن على  𝜔وليكن  = Γ1 ∪ Γ2

يُعرف فضاء  𝑈لأسرة جميع الدوال التحليلية على 𝐸1(𝑈)نرمز بالرمز  .  −
 :ةالآتي في المنطقة ثنائية الترابط بالعلاقة 𝐸𝑀(𝑈,𝜔)سميرنوف أورليتش الموزن دوال 

𝐸𝑀(𝑈,𝜔) = {𝑓 ∈ 𝐸1(𝑈);   𝑓 ∈ 𝐿𝑀(Γ,𝜔) } 
 مع النظيم الآتي: 𝐸𝑀(𝑈,𝜔) الفضاءإن 

‖𝑓‖𝐸𝑀(𝑈,𝜔) = ‖𝑓‖𝐿𝑀(Γ,𝜔) 
 .فضاء باناخف يُعرّ 

لورنت  –دالة تحليلية في منطقة ثنائية الترابط فهي تقبل النشر في متسلسلة فابير  𝑓(𝑧)إذا كانت 
 الآتية:

𝑓(𝑧) = ∑𝐶𝑘

∞

𝑘=0

𝐹𝑘(𝑧) +∑ 𝐶̃𝑘

∞

𝑘=1

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
)      … (11) 

 تعطى بالعلاقتين الآتيتين: 𝑐̃𝑘و  𝑐𝑘حيث الأمثال 

𝐶𝑘 =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(Ψ(𝑤))

𝑤𝑘+1

|𝑤|=𝜌1

𝑑𝑤;      1 < 𝜌1 < 𝜌0,           𝑘 = 0,1,2,3, …

𝐶̃𝑘 =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(Ψ1(𝑤))

𝑤𝑘+1

|𝑤|=𝑟1

𝑑𝑤;      1 < 𝑟1 < 𝑟0, 𝑘 = 1,2,3, …  

}
  
 

  
 

(12) 

 هذا الأمر يتجلى بأخذنا للعلاقة:
𝑓(𝑧) = 𝑓+(𝑧) − 𝑓−(𝑧) 

 −𝑓و  +𝑓يكفي نشر كل من الدالتين  𝑓الدالة وهذا يعني أنه لنشر 
𝑓فإذا كانت  ∈ 𝐸𝑀(𝑈, 𝜔)  فإن𝑓 ∈ 𝐸1(𝑈)  لدينا و: 

𝑓+(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
𝑑𝜉      ; 𝑧 ∈ 𝑈

𝐶𝜌1

 

𝜉بإجراء التحويل  = Ψ(𝑤) :  نجد أنَّ

𝑓+(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(Ψ(𝑤)) Ψ′(𝑤)

Ψ(𝑤) − 𝑧
|𝑤|=𝜌1

𝑑𝑤 

 ( يكون:5العلاقة ) بالاستفادة من

𝑓+(𝑧) = ∑[
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(Ψ(𝑤))

𝑤𝑘+1

|𝑤|=𝜌1

𝑑𝑤]𝐹𝑘(𝑧) = ∑𝐶𝑘

∞

𝑘=0

𝐹𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

 

 كذلك لدينا:

𝑓−(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝑧)

𝜉 − 𝑧
𝐶𝑟1

𝑑𝜉   ; 𝑧 ∈ 𝑈− 

𝜉بإجراء التحويل  = Ψ1(𝑤) :نجد أن 
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𝑓−(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(Ψ1(𝑤))  Ψ1
′(𝑤)

Ψ1(𝑤) − 𝑧
𝑑𝑤

|𝑤|=𝑟1

 

 ( يكون:8) بالاستفادة من العلاقة

𝑓−(𝑧) = ∑[ 
−1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(Ψ1(𝑤))

𝑤𝑘+1
𝑑𝑤

|𝑤|=𝑟1

] 𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
) = −∑𝐶̃𝑘𝐹̃𝐾 (

1

𝑧
)

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

 وبالتالي يكون:

𝑓(𝑧) =  ∑𝐶𝑘𝐹𝐾(𝑧) +

∞

𝑘=0

∑𝐶̃𝑘𝐹̃𝐾 (
1

𝑧
)

∞

𝑘=1

 

 إذا أخذنا المجموع الجزئي للمتسلسلة نحصل على الدالة الكسرية الآتية:

𝑅𝑛(𝑓, 𝑧) = ∑𝐶𝑘𝐹𝐾(𝑧) +

𝑛

𝑘=0

∑𝐶̃𝑘𝐹̃𝐾 (
1

𝑧
)

𝑛

𝑘=1

     … (13) 

,𝑅𝑛(𝑓الدالة  𝑧)  من الدرجة  لورنت –تدعى المجموع الجزئي لمتسلسلة فابير𝑛  لـلدالة 𝑓. 
والمعرف  rوتقريباتها سنستخدم معامل الملوسة من المرتبة  𝑓ومن أجل تقدير الفروق بين الدالة 

 كما يلي:
0ليكن :[21](11تعريف )  < 𝛼𝑀 < 𝛽𝑀 < 𝜔 و 1 ∈ 𝐴 1

𝛼𝑀

(𝑇) ∩ 𝐴 1

𝛽𝑀

(𝑇)  ٍلكل عندئذ𝑔 ∈

𝐿𝑀(𝑇, 𝜔) بالعلاقة: ةالمعرف فإن الدالة 

Ω𝑀,𝜔
𝑟 (𝑔, 𝛿) = sup

0<ℎ𝑖≤𝛿
‖∏(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖)

𝑟

𝑖=1

‖

𝐿𝑀(𝑇,𝜔)

 

𝑔  لـلدالة  rمن المرتبة  وسةدعى معامل الملت ∈ 𝐿𝑀(𝑇, 𝜔)  حيث𝐼 المؤثر المطابق، والمؤثر 
𝜎ℎ(𝑔)(𝑤) يُعرف بالعلاقة 

𝜎ℎ(𝑔)(𝑤) =
1

2ℎ
∫𝑔(𝑤𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡

ℎ

−ℎ

   ; 0 < ℎ < 𝜋,𝑤 ∈ 𝑇 

Ω𝑀,𝜔إن دالة معامل الملاسة 
𝑟 (𝑔, .  هي دالة مستمرة وغير سالبة وتحقق: (

lim
𝛿→0

Ω𝑀,𝜔
𝑟 (𝑔, 𝛿 ) = 0                                                                                         1) 

2)          Ω𝑀,𝜔
𝑟 (𝑔 + 𝑔1, . ) ≤ Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑔, . ) + Ω𝑀,𝜔
𝑟 (𝑔1, . ); ∀𝑔, 𝑔1 ∈ 𝐿𝑀(𝑇, 𝜔) 

 
,𝐶1أملس  فإنه يوجد ثوابت  –ديني   Γأنه إذا كان المعلوم ومن  𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 بحيث يتحقق 

0 < C1 ≤ | φ
′(𝑧)| ≤ 𝐶2 < ∞     ; 𝑧 ∈ 𝐺

− 
    (14)   

0 < C3 ≤ |𝛹′(𝑤)| ≤ 𝐶4 < ∞    ;  |𝑤| ≥ 1 
Γ𝑖(𝑖ليكن  = Γ1دالة وزن على  𝜔أملس و  –منحني ديني   (1,2 ∪ Γ2

وزنان معرفان  𝜔ونربط مع  −
 :كالآتي 𝑇على 

𝜔0(𝑤) = 𝜔(Ψ(𝑤)) ,    𝜔1(𝑤) = 𝜔(Ψ1(𝑤)) 
 وليكن:
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𝑓1(𝑤) = 𝑓(Ψ1(𝑤)) ,   𝑓0(𝑤) = 𝑓(Ψ(𝑤)) 
 ( يكون:14عندئذٍ من العلاقة )

𝑓0 ∈ 𝐿𝑀(𝑇, 𝜔0) ,     𝑓1 ∈ 𝐿𝑀(𝑇, 𝜔1) 
𝑓ليكن  ∈ 𝐸𝑀(𝑈, 𝜔)  عندئذٍ الدالة𝑓0(𝑤) = 𝑓(Ψ(𝑤)) تنتمي إلى 𝐿𝑀(𝑇, 𝜔0) كما أن 

𝑓0
+ ∈ 𝐸𝑀(𝐷,𝜔0),       𝑓0

− ∈ 𝐸𝑀(𝐷
−, 𝜔0) 

 يكون لدينا : علاوة على ذلك
𝑓0(𝑤) = 𝑓0

+(𝑤) − 𝑓0
−(𝑤)    … (15) 

𝑓0و 
−(∞) = 𝑓1من أجل يكون لدينا   وبطريقة مشابهة ∞ ∈ 𝐿𝑀(𝑇, 𝜔1) :فإن 

𝑓1
+ ∈ 𝐸𝑀(𝐷, 𝜔1),       𝑓1

− ∈ 𝐸𝑀(𝐷
−, 𝜔1) 

𝑓1 بحيث أن 
−(∞) =  : ويتحقق أيضا  ، 0

𝑓1(𝑤) = 𝑓1
+(𝑤) − 𝑓1

−(𝑤)… (16) 
من أجل الوصول إلى غايتنا في هذا البحث سنستخدم مبرهنة مساعدة يتم فيها تقريب دوال فضاء 

 سميرنوف أورليتش الموزن المعرفة على دائرة الواحدة بالمجموع الجزئي لمتسلسلة ماكلوران
0ليكن :[21]( 4)مبرهنة مساعدة < 𝛼𝑀 < 𝛽𝑀 < 𝜔و  1 ∈ 𝐴 1

𝛼𝑀

(𝑇) ∩ 𝐴 1

𝛽𝑀

(𝑇)  و𝑔 ∈

𝐸𝑀(𝐷,𝜔)  إذا كان∑ 𝐶𝑘𝑤
𝑘𝑛

𝑘=0 𝐶5عندئذٍ يوجد ثابت  𝑔 للدالة  ماكلورانوع الجزئي لمتسلسلة المجم    >

0 :  بحيث أنَّ

‖𝑔(𝑤) −∑𝐶𝑘 𝑤
𝑘

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑀(𝑇,𝜔)

≤ 𝐶5Ω𝑀,𝜔
𝑟 (𝑔,

1

𝑛 + 1
) , ∀𝑛 ∈ ℕ 

𝑓هدف هذا العمل إلى تقريب دوال فضاء سميرنوف أورليتش الموزن يُ •  ∈ 𝐸𝑀(𝑈, 𝜔)  بالدالة الكسرية
𝑅𝑛(𝑓, 𝑧)  ولما كان  (13)المعرفة بالعلاقة 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, 𝑧)‖𝐿𝑀(Γ,𝜔) ≤ ‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, 𝑧)‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔) + ‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, 𝑧)‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔) 
,𝑅𝑛(𝑓بالدالة الكسرية  𝑓قريب الدالة فإننا سنقوم أولا  بت 𝑧) على المنحنيΓ1 وذلك من خلال المبرهنة

 الآتية :
Γمنطقة ثنائية الترابط محاطة بمنحنيي ديني أملسين  𝑈لتكن  ( :1مبرهنة ) = Γ1 ∪ Γ2

وليكن  −
𝐸𝑀(𝑈,𝜔)  فضاء سميرنوف أورليتش الموزن، إذا كانت𝑟 ∈ ℕ  و𝑓 ∈ 𝐸𝑀(𝑈, 𝜔) إنه من أجل أي عدد ف

,𝑅𝑛(𝑓ودالة كسرية 𝐶6 موجب يوجد ثابت 𝑛طبيعي  𝑧)  التقدير الآتي محققا   بحيث يكون: 
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔) ≤ 𝐶6 {Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓0,
1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1,
1

𝑛 + 1
) } 

,𝑅𝑛(𝑓حيث  .  .𝑓للدالة  𝑛لورنت  من الدرجة  –المجاميع الجزئية لمتسلسلة فابير  (
𝑓ليكن البرهان:  ∈ 𝐸𝑀(Γ,𝜔)  :ٍعندئذ𝑓0 ∈ 𝐿𝑀(𝑇, 𝜔0),    𝑓1 ∈ 𝐿𝑀(𝑇, 𝜔1)   ويتحقق أيضا 

𝑓0
+ ∈ 𝐸𝑀(𝐷,𝜔0) , 𝑓0

− ∈ 𝐸𝑀(𝐷
−, 𝜔0) 

 ( على الترتيب نحصل على:15( و )14العلاقتين )في  𝑤بدل  𝜑1(𝜉)و  𝜑(𝜉)وبوضع 
𝑓(𝜉) = 𝑓0

+(𝜑(𝜉)) − 𝑓0
−(𝜑(𝜉));    𝜉 ∈ Γ1…(17) 

𝑓(𝜉) = 𝑓1
+(𝜑1(𝜉)) − 𝑓1

−(𝜑1(𝜉));    𝜉 ∈ Γ2…(18) 
 ( يكون لدينا:5عندئذٍ من العلاقة ) 𝑒𝑥𝑡 Γ1نقطة كيفية من  𝑧لتكن 
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∑𝐶𝑘𝐹𝑘(𝑧) =

𝑛

𝑘=0

∑𝐶𝑘𝜑
𝑘(𝑧) +

1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝐶𝑘𝜑

𝑘(𝜉)𝑛
𝑘=0

𝜉 − 𝑧
Γ1

𝑛

𝑘=0

𝑑𝜉    … (19) 

                         = ∑𝐶𝑘𝜑
𝑘(𝑧) +

1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝐶𝑘𝜑

𝑘(𝜉) − 𝑓0
+(𝜑(𝜉))𝑛

𝑘=0

𝜉 − 𝑧
Γ1

𝑛

𝑘=0

𝑑𝜉 +
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝑧)

𝜉 − 𝑧
Γ1

𝑑𝜉

− 𝑓0
− (𝜑(𝑧))  … (20) 

 ( يكون لدينا:16( و )8عندئذٍ من العلاقتين ) 𝑒𝑥𝑡 Γ2نقطة كيفية من  𝑧 أيضا   لتكن

∑𝐶̃𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
) =

1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
+(𝜑1(𝜉)) − ∑ 𝑐̃𝑘

𝑛
𝑘=1 𝜑1

𝑘(𝜉)

𝜉 − 𝑧
Γ2

𝑑𝜉 −
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
Γ2

𝑑𝜉    … (21) 

فإنه حسب مبرهنة كوشي التكاملية للمناطق ثنائية الترابط يكون  𝑒𝑥𝑡 Γ1نقطة كيفية من  𝑧إذا كانت 
 لدينا:

1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
Γ1

𝑑𝜉 −
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
Γ2

𝑑𝜉 = 0       … (22) 

𝑒𝑥𝑡 Γ1ينتج من كون  ⊂ 𝑒𝑥𝑡 Γ2  ( محققة من أجل أي 22( و )21( و )20أن العلاقات )𝑧  من
𝑒𝑥𝑡 Γ1 ( نحصل على:22( وبالاستفادة من )21( و )20وبالتالي بجمع العلاقتين ) 

∑𝐶𝑘𝐹𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=0

+∑𝐶̃𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
)

= ∑𝐶𝑘 𝜑
𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=0

− 𝑓0
−(𝜑(𝑧)) −

1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
+(𝜑(𝜉)) − ∑ 𝐶𝑘𝜑

𝑘(𝜉)𝑛
𝑘=0

𝜉 − 𝑧
Γ1

+
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
+(𝜑1(𝜉)) − ∑ 𝐶̃𝑘

𝑛
𝑘=1 𝜑1

𝑘(𝜉)

𝜉 − 𝑧
Γ2

𝑑𝜉 

على طول المسارات غير المماسية  Γ1من  ∗𝑧إلى 𝑧بأخذ النهاية لطرفي العلاقة الأخيرة عندما تسعى 
𝑧من أجل كل  Γ1خارج  ∈ Γ1 :نحصل على 

𝑓(𝑧∗) −∑𝐶𝑘𝐹𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=0

−∑𝐶̃𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
)

= 𝑓0
+(𝜑(𝑧∗)) −∑𝐶𝑘 𝜑

𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=0

+
1

2
[𝑓0

+(𝜑(𝑧∗)) −∑𝐶𝑘 𝜑
𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=0

]

+ 𝑆Γ1 [𝑓0
+(𝜑(𝑧∗)) −∑𝐶𝑘 𝜑

𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=0

]

−
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
+(𝜑1(𝜉)) − ∑ 𝐶̃𝑘

𝑛
𝑘=1 𝜑1

𝑘(𝜉)

𝜉 − 𝑧∗
Γ2

𝑑𝜉 
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,𝐿𝑀(Γ1وبأخذ النظيم في الفضاء  𝑤)  لطرفي العلاقة الأخيرة وبتطبيق متراجحة المثلث، نحصل على
 العلاقة الآتية:

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

≤
3

2
‖𝑓0

+ (𝜑(𝑧∗)) −∑𝐶𝑘 𝜑
𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

+ ‖𝑆Γ1 [𝑓0
+(𝜑(𝑧∗)) −∑𝐶𝑘 𝜑

𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=0

]‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

+ ‖
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
+(𝜑1(𝜉)) − ∑ 𝐶̃𝑘

𝑛
𝑘=1 𝜑1

𝑘(𝜉)

𝜉 − 𝑧∗
Γ2

𝑑𝜉‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

  … (23) 

 نجد أن: Γ1وبالاستفادة من محدودية تكامل كوشي الشاذ على المنحني 

‖𝑆Γ1 [𝑓0
+(𝜑(𝑧∗)) −∑𝐶𝑘 𝜑

𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=0

]‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

≤ 𝐶7 ‖𝑓0
+(𝜑(𝑧∗)) −∑𝐶𝑘 𝜑

𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

 … (24) 

,𝐿𝑀(Γ1ومن متراجحة منكوفسكي المعممة في الفضاء  𝜔) :لدينا 

‖
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
+(𝜑1(𝜉)) − ∑ 𝐶̃𝑘

𝑛
𝑘=1 𝜑1

𝑘(𝜉)

𝜉 − 𝑧∗
Γ2

𝑑𝜉‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

≤ 𝐶8 ‖𝑓1
+(𝜑1(𝑧

∗)) −∑ 𝐶̃𝑘 𝜑1
𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=1

‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

…(25) 

 ( نحصل على:24( و )23( و )22من العلاقات )
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

≤ 𝐶9 ‖𝑓0
+(𝜑(𝑧∗)) −∑𝐶𝑘 𝜑

𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

+ 𝐶10 ‖𝑓1
+(𝜑1(𝑧

∗)) −∑ 𝐶̃𝑘 𝜑1
𝑘(𝑧∗)

𝑛

𝑘=1

‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

 … (26) 

𝑤بإجراء التحويلين  = 𝜑(𝑧∗)  و𝑤 = 𝜑1(𝑧
 على الطرف الأيمن للمتراجحة نجد أن: (∗

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

≤ 𝐶11 ‖𝑓0
+(𝑤) −∑𝐶𝑘 𝑤

𝑘

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑀(𝑇,𝜔0)

+ 𝐶12 ‖𝑓1
+(𝑤) −∑ 𝐶̃𝑘 𝑤

𝑘

𝑛

𝑘=1

‖

𝐿𝑀(𝑇,𝜔1)

 

الأخيرة، نحصل على التقدير ( على حدي الطرف الأيمن للمتراجحة 4بتطبيق المبرهنة المساعدة )
 :الآتي
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‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔) ≤ {𝐶13Ω𝑀,𝜔
𝑟 (𝑓0,

1

𝑛 + 1
) + 𝐶14 Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1 +
1

𝑛 + 1
) } 

𝐶6بوضع  = max{𝐶13, 𝐶14} :يكون لدينا 
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔) ≤ 𝐶6  {Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓0,
1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1 +
1

𝑛 + 1
) } 

,𝑅𝑛(𝑓بالدالة الكسرية  𝑓 بتقريب الدالةالآن سنقوم  .  وذلك من خلال المبرهنة الآتية :Γ2على المنحني (
Γمنطقة ثنائية الترابط محاطة بمنحنيي ديني أملسين  𝑈لتكن (: 2مبرهنة ) = Γ1 ∪ Γ2

وليكن  −
𝐸𝑀(𝑈,𝜔)  فضاء سميرنوف أورليتش الموزن، إذا كانت𝑟 ∈ ℕ  و𝑓 ∈ 𝐸𝑀(𝑈, 𝜔)  فإنه من أجل أي عدد

,𝑅𝑛(𝑓ودالة كسرية 𝐶15يوجد ثابت موجب  𝑛طبيعي  𝑧) : بحيث يكون التقدير الآتي محققا 
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔) ≤ 𝐶15 {Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓0,
1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1,
1

𝑛 + 1
) } 
 ( نجد أنّ:17( و )8عندئذٍ من العلاقتين ) 𝑖𝑛𝑡 Γ2نقطة كيفية من  ′𝑧لتكن البرهان: 

∑𝐶̃𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
) = ∑ 𝐶̃𝑘 𝜑1

𝑘(𝑧′)

𝑛

𝑘=1

−
1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝐶̃𝑘
𝑛
𝑘=1 𝜑1

𝑘(𝜉) − 𝑓1
+(𝜑1(𝜉))

𝜉 − 𝑧′
Γ2

𝑑𝜉

−
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′
Γ2

𝑑𝜉 −
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
−(𝜑1(𝜉))

𝜉 − 𝑧′
Γ2

𝑑𝜉   … (27) 

𝑓1غة كوشي التكاملية ومن كون الدالة وحسب صي
−(𝜑1(𝜉))  تحليلية في المنطقة𝑈2

𝑜  و𝑧′  نقطة من
𝑈2
𝑜 :  فإنَّ

1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
−(𝜑1(𝜉))

𝜉 − 𝑧′
Γ2

𝑑𝜉 = 𝑓1
−(𝜑1(𝜉))    … (28) 

 ( ينتج لدينا :27( في )28وبتعويض العلاقة )

∑𝐶̃𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧
) = ∑ 𝐶̃𝑘 𝜑1

𝑘(𝑧′)

𝑛

𝑘=1

−
1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝐶̃𝑘
𝑛
𝑘=1 𝜑1

𝑘(𝜉) − 𝑓1
+(𝜑1(𝜉))

𝜉 − 𝑧′
Γ2

𝑑𝜉

−
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′
Γ2

𝑑𝜉 − 𝑓1
−(𝜑1(𝜉))   … (29) 

 ( لدينا:17( و )5من العلاقتين ) فإنه 𝑖𝑛𝑡 Γ1نقطة كيفية من  ′𝑧إذا كانت 

∑𝐶𝑘𝐹𝑘(𝑧
′)

𝑛

𝑘=0

=
1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝐶𝑘𝜑

𝑘(𝜉) − 𝑓0
+(𝜑(𝜉))𝑛

𝑘=0

𝜉 − 𝑧′
Γ1

𝑑𝜉 +
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′
Γ1

𝑑𝜉

+
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
−(𝜑(𝜉))

𝜉 − 𝑧′
Γ1

𝑑𝜉          … (30) 

𝑓0حسب صيغة كوشي التكاملية للمناطق غير المحدودة حيث الدالة 
−(𝜑(𝜉))  تحليلية في المنطقة

𝑈1
𝑈1لا تنتمي إلى  ′𝑧و  ∞

 فإن: ∞
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1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
−(𝜑(𝜉))

𝜉 − 𝑧′
Γ1

𝑑𝜉 = 0   … (31) 

 ( يكون لدينا:30( في )31بتعويض العلاقة )

∑𝐶𝑘𝐹𝑘(𝑧
′)

𝑛

𝑘=0

=
1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝐶𝑘𝜑

𝑘(𝜉) − 𝑓0
+(𝜑(𝜉))𝑛

𝑘=0

𝜉 − 𝑧′
Γ1

𝑑𝜉 +
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′
Γ1

𝑑𝜉  … (32) 

𝑈2نقطة من  ′𝑧إذا كانت 
𝑜 :فإنه حسب صيغة كوشي التكاملية للمناطق ثنائية الترابط يكون لدينا 

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′
Γ1

𝑑𝜉 −
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′
Γ2

𝑑𝜉 = 0    … (33)    

𝑖𝑛𝑡 Γ2وينتج من كون  ⊂ 𝑖𝑛𝑡 Γ1 ( محققة من أجل أي نقطة 33( و )30( و )29أن العلاقات )𝑧′ 
 ( نحصل على:33( وبالاستفادة من العلاقة )30( و )29وبالتالي بجمع العلاقتين ) 𝑖𝑛𝑡 Γ2من 

∑𝐶𝑘𝐹𝑘(𝑧
′)

𝑛

𝑘=0

+∑𝐶̃𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐹̃𝑘 (
1

𝑧′
)

=
1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝐶𝑘𝜑

𝑘(𝜉) − 𝑓0
+(𝜑(𝜉))𝑛

𝑘=0

𝜉 − 𝑧′
Γ1

𝑑𝜉

−
1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝐶̃𝑘
𝑛
𝑘=1 𝜑1

𝑘(𝜉) − 𝑓1
+(𝜑1(𝜉))

𝜉 − 𝑧′
Γ2

𝑑𝜉 − 𝑓1
−(𝜑1(𝑧

′)) +∑ 𝐶̃𝑘

𝑛

𝑘=1

𝜑1
𝑘(𝑧′) 

على طول المسارات غير المماسية  Γ2من  ′′𝑧إلى  ′𝑧بأخذ نهاية طرفي العلاقة الأخيرة عندما تسعى 
,𝐿𝑀(Γ2ومن ثم بأخذ النظيم في الفضاء  Γ2داخل  𝜔) :وتطبيق متراجحة المثلث نحصل على العلاقة الآتية 

‖𝑓(𝑧′′) − 𝑅𝑛(𝑓, 𝑧
′′)‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

≤
3

2
‖𝑓1

+ (𝜑1(𝑧
′′)) −∑ 𝐶̃𝑘 𝜑1

𝑘(𝑧′′)

𝑛

𝑘=1

‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

+ ‖𝑆Γ2 [𝑓1
+(𝜑1(𝑧

′′)) −∑ 𝐶̃𝑘 𝜑
𝑘(𝑧′′)

𝑛

𝑘=1

]‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

+ ‖
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
+(𝜑(𝜉)) − ∑ 𝐶𝑘

𝑛
𝑘=0 𝜑𝑘(𝜉)

𝜉 − 𝑧′′
Γ1

𝑑𝜉‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

  … (34) 

 :نجد أنَّ  Γ2بالاستفادة من محدودية تكامل كوشي الشاذ على المنحني 

‖𝑆Γ2 [𝑓1
+(𝜑1(𝑧

′′)) −∑ 𝐶̃𝑘 𝜑1
𝑘(𝑧′′)

𝑛

𝑘=1

]‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

≤ 𝐶16 ‖𝑓1
+(𝜑1(𝑧

′′)) −∑ 𝐶̃𝑘 𝜑1
𝑘(𝑧′′)

𝑛

𝑘=1

‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

…(35) 

,𝐿𝑀(Γ2ومن متراجحة منكوفسكي المعممة في الفضاء  𝜔) :لدينا 
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‖
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
+(𝜑(𝜉)) − ∑ 𝐶𝑘

𝑛
𝑘=0 𝜑𝑘(𝜉)

𝜉 − 𝑧′′
Γ1

𝑑𝜉‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

≤ 𝐶17   ‖𝑓0
+(𝜑(𝑧′′)) −∑𝐶𝑘 𝜑

𝑘(𝑧′′)

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

…(36) 

 ( نحصل على:36( و )35( و )34من العلاقات )
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

≤ 𝐶18 ‖𝑓1
+(𝜑1(𝑧

′′)) −∑ 𝐶̃𝑘 𝜑1
𝑘(𝑧′′)

𝑛

𝑘=1

‖

𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

+ 𝐶19 ‖𝑓0
+(𝜑(𝑧′′)) −∑𝐶𝑘 𝜑

𝑘(𝑧′′)

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑀(Γ1,𝜔)

 

𝑤بإجراء التحويلين  = 𝜑1(𝑧
′′),   𝑤 = 𝜑(𝑧′′) :  على الطرف الأيمن للمتراجحة نجد أنَّ

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔)

≤ 𝐶20 ‖𝑓0
+(𝑤) −∑𝐶𝑘 𝑤

𝑘

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑀(𝑇,𝜔0)

+ 𝐶21 ‖𝑓1
+(𝑤) −∑ 𝐶̃𝑘 𝑤

𝑘

𝑛

𝑘=1

‖

𝐿𝑀(𝑇,𝜔1)

 

 الأخيرة نحصل على التقدير الآتي:( على حدي الطرف الأيمن للمتراجحة 4بتطبيق المبرهنة المساعدة )
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔) ≤ {𝐶22Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓0,
1

𝑛 + 1
) + 𝐶23Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1,
1

𝑛 + 1
) } 

𝐶15بوضع  = max{𝐶22, 𝐶23} :يكون لدينا 
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔) ≤ 𝐶15 {Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓0,
1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1,
1

𝑛 + 1
) } 

سنعرض الآن المبرهنة الرئيسية في هذا البحث التي تختص بتقريب الدوال العقدية من فضاء دوال 
 سميرنوف أورليتش الموزن إلى دوال كسرية

Γمنطقة ثنائية الترابط محاطة بمنحنيي ديني أملسين  𝑈لتكن  (:3)مبرهنة  = Γ1 ∪ Γ2
وليكن  −

𝐸𝑀(𝑈,𝜔)  فضاء سميرنوف أورليتش الموزن، إذا كانت𝑟 ∈ ℕ  و𝑓 ∈ 𝐸𝑀(𝑈, 𝜔)  فإنه من أجل أي عدد
,𝑅𝑛(𝑓ودالة كسرية 𝐶24يوجد ثابت موجب  𝑛طبيعي  𝑧) : بحيث يكون التقدير الآتي محققا 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ,𝜔) ≤ 𝐶24 {Ω𝑀,𝜔
𝑟 (𝑓0,

1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1,
1

𝑛 + 1
) } 
 لدينا البرهان: 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, 𝑧)‖𝐿𝑀(Γ,𝜔) ≤ ‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, 𝑧)‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔) + ‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, 𝑧)‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔) 
 

 ( يكون لدينا:2( والمبرهنة )1بالاستفادة من المبرهنة )
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ1,𝜔) ≤ 𝐶6 {Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓0,
1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1,
1

𝑛 + 1
) } 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ2,𝜔) ≤ 𝐶15 {Ω𝑀,𝜔
𝑟 (𝑓0,

1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1,
1

𝑛 + 1
) } 
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𝑐24وبوضع  = 2max{𝑐6, 𝑐15} :نحصل على التقدير الآتي 
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ,𝜔) ≤ 𝐶24 {Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓0,
1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,𝜔

𝑟 (𝑓1 +
1

𝑛 + 1
) } 

على منطقة ثنائية الترابط في  وبذلك نكون قد توصلنا إلى تقريب دوال فضاء سميرنوف أورليتش الموزن 
 ديني أملسين بدوال كسرية. نالمستوي العقدي والمحاطة بمنحنيي

𝜔بوضع  =  ( نحصل على نتيجة هامة تخص تقريب دوال فضاء سميرنوف أورليتش3في المبرهنة ) 1
 المعرفة على منطقة ثنائية الترابط ،محاطة بمنحنيين ينتميان إلى أسرة منحنيات ديني الملساء بدوال كسرية

 ونعرضها فيما يلي
Γ أملس-منطقة ثنائية الترابط في المستوي العقدي محاطة بمنحني ديني Uلتكن نتيجة:  = Γ1 ∪ Γ2

−  
𝑓فضاء سميرنوف أورليتش، إذا كان  𝐸𝑀(𝑈)وليكن  ∈ 𝐸𝑀(𝑈)  عندئذ لكلn =1,2,…  يوجد ثابت

 بحيث أن : 𝐶25موجب
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓, . )‖𝐿𝑀(Γ) ≤ 𝐶25 {Ω𝑀,1

𝑟 (𝑓0,
1

𝑛 + 1
) + Ω𝑀,1

𝑟 (𝑓1 +
1

𝑛 + 1
) } 

 
 الاستنتاجات والتوصيات:

على منطقة ثنائية الترابط في  توصلنا في هذا المقال إلى تقريب دوال فضاء سميرنوف أورليتش الموزن 
المستوي العقدي ومحاطة بمنحنيين ديني أملسين بدوال كسرية، كما نوصي بمتابعة هذا العمل بدراسة تقريب 

ة الترابط ومحاطة بمنحني كارلسون ومتابعة دراسة دوال فضاء سميرنوف أورليتش الموزن على منطقة ثنائي
 . موري الموزن على مناطق متعددة الترابط تقريب دوال بعض الفضاءات الموزنة كفضاء
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