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لأسر من زمرة الصفوف وىي ي ىذا البحث إحدى المسائل اليامة في نظرية الأعداد الجبرية درسنا ف
قمنا  حيث، حر من التربيعموجب عدد صحيح           حيث    √    الحقول التربيعية 

𝒪بوضع حد أدنى لرتبة زمرة ىذه الصفوف وأثبتنا أن
 

بالاعتماد  وذلك  واحدية التحميل من أجل قيم محددة لـ  
 التابع زيتا ديدكند. عمى
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□ ABSTRACT □ 

 

 

In this paper, we have studied one of the important problems in algebraic 

number theory which is the class group of the family of real quadratic field 

    √   where           is a positive square free integer, where we 

find lower bound for the class number and proved unique factorization for 

specific values of   depending on Dedekind zeta function. 

Keywords : Real quadratic field, Class Number, Dedekind zeta function, 

Partial Dedekind zeta values . 
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 مقدمة :
تعتبر مسألة التحميل الوحيد من المسائل الميمة التي درسيا الرياضيون وكانت البداية في ساحة الأعداد 

مع المبرىنة الأساسية في الحساب والتي تنص عمى أن كل عدد صحيح يكتب بصيغة جداء   الصحيحة 
ة التوسيعات التربيعية التي عمموا بداي     وكان توسيع غاوص   ومن ثم قاموا بتوسيع الحمقة  منتوٍ لأعداد أولية

بيا حيث أدخموا مفيوم العناصر اللامختزلة  والعناصر الأولية ومن ثم النظرية الحديثة لمحمقات والحقول الجبرية 
عدد صحيح حر من التربيع وبحثوا في الخصائص   حيث  (  √) وبشكل خاص البنى الجبرية من الصيغة 

كخاصة التحميل الوحيد و وجود القاسم المشترك الأعظم   الجبرية ليذه البنى فيما إذا كانت تحقق ما تحققو الحمقة 
 والمضاعف المشترك الأصغر .

الساحات  كانت نتيجة أبحاثيم أن تحميل العناصر يكون ممكناً ووحيداً في بعض ىذه الساحات وفي بعض
  :            حيث     فقط عندما     أنو من أجل Gaussقد توقع العالم و الأخرى غير ممكناً 

                                       
 واحدية التحميل. (  √) تكون حمقة الأعداد الجبرية الصحيحة لمحقل 

عدد     صحيح بينما من أجل  Gaussأن توقع Stark [12] و   Heegner [8]ومن ثم أثبت العالمين 
صحيح حر من التربيع لم يتمكن الباحثون من تحديد الساحات الواحدية وبقيت المسألة مفتوحة  فقد تم  إثبات وجود  

و التي تكون حمقة الأعداد الجبرية الصحيحة فييا واحدية التحميل  (  √) عدد لا نيائي من الحقول التربيعية 
    ولكن ليس من أجل كل

لكي نحكم عمى حمقة الأعداد الجبرية الصحيحة لمحقل    لـو يبقى السؤال : ىل يمكن إيجاد شروط معينة 
 أم لا ؟ (Unique Factorization Domains UFD  ) ساحات واحدية التحميل فيما إذا كانت(  √)  

عدة طرائق  ليذه الحقولتحديد رتبة زمرة الصفوف واعتمدوا في   صيغ مختمفة لـ الباحثون  درسلذلك 
 ، المنحنيات الإىميمجية  ... الصيغ التربيعية  ، قيم التابع زيتا ليذه الصفوف حسابمنيا: تحميل الإيديالات و 

 تم دراسة زمرة الصفوف لحقول تربيعية من نمط معين. [9,10,11]حديثاً في المراجع 
  :  أىمية البحث وأىدافو

لعناصر ساحة جبرية يمزم لحل بعض المعادلات الديوفانتية ولوجود من المعروف أن التحميل الوحيد 
القاسم المشترك الأكبر والمضاعف المشترك الأصغر وغيرىا من الخصائص الجبرية ولذلك ييدف ىذا البحث إلى 

 دراسة مسألة التحميل الوحيد لأسر من الحقول التربيعية.
 طرائق البحث ومواده :

⌍ ⌌ ميل الإيديال الأولي الرئيسي في ىذا البحث نستفيد من تح   𝒪 حمقة الأعداد الجبرية  في𝒪  
 قيم صفوف التابع زيتا ديدكند الجزئية ومن  (  √)   حقل لم

 
في الوصول إلى نتائج تخص         

 .  (        √)   رتبة زمرة الصفوف لمحقل 
 :تعاريف ومفاىيم أساسية

 البحث:بعض الرموز والمصطمحات المستخدمة في ىذا 
      (√ ) حقل الأعداد الجبرية 
 𝒪   حمقة الأعداد الجبرية لمحقل  
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  (
 

 
 رمز ليجندر(

        زمرة صفوف تكافؤ الإيديالات لـمحقل  
     لـمحقل       رتبة الزمرة  
   لمحقل التربيعي الحقيقي  عنصر الواحدة الأساسية   (√ ) 
       أعداد برنولي 
         كثيرات حدود برنولي   
   

 
 تابع زيتا ديدكند     

       4 بالمقاس  1والتي تطابق    عدد القواسم الأولية لـ  
 .عمييا في ىذا البحثاعتمدنا نذكر فيما يأتي بعضاً من التعاريف والتمييديات والأفكار التي 

 [ 1,4] :1تعريف
  الذي يحوي المجموعة    عدد صحيح حر من التربيع عندئذٍ الحقل الجزئي من dليكن 

   وتكون عناصره من الصيغة ( √)   ويرمز لو بالرمز  حقل تربيعييسمى { √}  

 Real quadratic)حقل تربيعي حقيقي   يسمى     و إذا كان          حيث:   √   
field)  ذا كان ، وتسمى  (Complex quadratic field)  حقل تربيعي تخيمي  يسمى     ، وا 

 تربيعية . جبرية عناصر الحقل التربيعي أعداد
 إن حمقة الأعداد الجبرية 𝒪  : تعطى بالصيغة 

𝒪  {
 0

  √ 

 
1                                                    

 [√ ]                                                           

 

  يعطى بالصيغة : ( √)   إن مميز الحقل 
   {

                                                               
                                                             

 
  [1]: 2تعريف 

ويرمز لو  (  Conjugate of)  يعرف مرافق العنصر ( √)   √      ليكن
 بالشكل: ، ̅ بالرمز

  ̅ ،       ويرمز لو بالرمز  (   Norm of )  ويعرف نظيم العنصر   √     
 بالشكل:

         ̅   (     √ )(    √ )         
 ، بالشكل :        ويرمز لو بالرمز (   Trace of)  ويعرف أثر العنصر 

           ̅   (     √ )  (    √ )     
 [ 7:]3تعريف
  :تعطى بالصيغة التالية  𝒪عندئذٍ زمرة الواحدات في الحمقة  حقلًا تربيعياً   ليكن 

 𝒪 
     𝒪     |     |     

 𝒪 حقلًا تربيعياً حقيقياً عندئذٍ أصغر واحدة في   وفي حال  
تسمى الواحدة  1أكبر تماماً من  

 .  ، ويرمز ليا بالرمز  الأساسية لمحقل 
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 [1] :4تعريف
   𝒪لزمرة جميع الإيديالات الكسرية المختمفة عن الصفر في      حقل أعداد جبرية ولنرمز بـ   ليكن 

  𝒪مجموعة جزئية منيا تحوي جميع الإيديالات الكسرية الرئيسية المختمفة عن الصفر في      لتكن و 
ىي عممية جداء      حيث العممية          زمرة جزئية ناظمية في الزمرة التبديمية            عندئذٍ:

     تعرف علاقة تكافؤ عمى             حيث               الإيديالات كما أن المساوة  
 .   ونكتب 

 وعندئذٍ المجموعة:
      

    
    ⁄                                    

(      ) (      )تشكل زمرة تبديمية بالنسبة لعممية جداء الصفوف  تسمى            
  . بزمرة صفوف تكافؤ الإيديالات واختصاراً زمرة الصفوف لمحقل 

      وىو العنصر الحيادي في         ويرمز لصف الإيديال الرئيسي  بالرمز
  [1] :6تمييدية 

 عدد صحيح حرّ من التّربيع عندئذٍ:   حقلًا تربيعياً حيث ( √)   ليكن 
  ,فإن           إذا كان .1

   √ 

 
  ⌌ قاعدة للإيديال -

   √ 

 
أعداد       حيث  ⌍

 صحيحة و
 .         |      |    | إذا و فقط إذا كان             و        

  ⌍  √     ⌌قاعدة للإيديال { √     }فإن            إذا كان  .2
 .        |     |    | إذا وفقط إذا كان        أعداد صحيحة و       حيث

  [1] :0تمييدية 
يعطى بالصيغة   عندئذٍ نظيم الإيديال  𝒪 إيديال غير صفري في   و   حقل أعداد من الدرجة  ليكن 

√     التالية: 
    

    
⌍ ⌌  و إذا كان     𝒪    فإن     |    |. 

  [1] :3تمييدية 
 عدد صحيح حر من التربيع عندئذٍ:   حقلًا تربيعياً حيث ( √)   ليكن 

             و        أعداداً صحيحة و      و           إذا كان .1
 فإن:         |      |    | وكان  

 (.  
   √ 

 
/)  |  | 

 وكان        أعداداً صحيحة و         وكانت           إذا كان .2
 فإن:         |     |    |  

 ((     √ ))   |  | 
 [4: ]5تعريف 
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قابل لمحل تسمى باقي تربيعي لمعدد               التي يكون من أجميا التطابق  قيمة 
   الأولي الفردي 

)يعطى مميز الباقي التربيعي والذي يرمز لو برمز ليجندر
 

 
 بالعلاقة : (

{
 
 

 
 (

 

 
*                                                                    

(
 

 
*                                                                                                     

(
 

 
*                                                                                    

 

 [1] :4تمييدية
 أوليّاً عندئذٍ: عدداً    حقلًا تربيعياً و   ( √)   ليكن 

⌌ ⌍   

{
 
 

 
                                (

 

 
*                                             

                            (
 

 
*                                              

                                |                                                     

 

)و   𝒪إيديالات أولية في         حيث 
 

 
 رمز ليجندر . (

 1 :[14] نظرية
بحيث إذا             عدد أولي فإنو يوجد عدد صحيح             ميما يكن 

 كان
عندئذٍ    باستثناء    وليس لو قاسم من الصيغة   أكبر من           

 يعطى بالعلاقة: ( √)   لمحقل التربيعي الحقيقي    عنصر الواحدة الأساسية 

   

{
 
 

 
 
 

 
*         √       +                     

 

 
*         √

 

 
           +                       

 

        ويكون  
  [13]أعداد برنولي: 6 تعريف

 وتعطى بالعلاقة:       حيث    بالرمزنرمز لأعداد برنولي 

∑ (
 
 
)

   

   

                  

    فتكون 
 

 
     

 

 
            

 

  
 

   [13] كثيرات حدود برنولي: 7تعريف
 وتعرف بالصيغة:         حيث         نرمز لكثيرات حدود برنولي بالرمز  

      ∑ (
 
 
)
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 أعداد برنولي      حيث 
                  فتكون 

 

 
        

        

 
        

         

 
 

 [2]مجموع ديدكند المعمّم: 8تعريف
عندئذٍ يعرف مجموع ديدكند المعمّم             و      أعداد صحيحة ،     ليكن 

   
 حيث         
 بالصيغة الآتية :               

   
         ∑    (

  

 
 ⌊

  

 
⌋*     (

 

 
 ⌊

 

 
⌋*

        

 

 كثيرات حدود برنولي.      و    دالة الجزء الصحيح لمعدد ⌊ ⌋ حيث
   نحصل عمى     في حالة 

            واختصاراً          
            

         ∑    (
  

 
 ⌊

  

 
⌋*    (

 

 
 ⌊

 

 
⌋*

        

 

 [5,6]: 5تمييدية
 عدد صحيح عندئذٍ:    ليكن 

i.           
         

      
ii.          

         

      
 [7] صف التابع زيتا: –التابع زيتا ديدكند  9 تعريف
 حقلًا تربيعياً يعرف تابع زيتا ديدكند بالصيغة:  ليكن 

 
 
     ∑

 

(   ⁄    )
 

 

 

 مختمف عن الصفر   إيديال صحيح في     و           و       حيث  
  ديدكند الجزئية زيتاقيم يعرف و 

 
 بالصيغة التالية:         حيث        

 
 
        ∑

 

(   ⁄    )
 

 

 

 . مختمف عن الصفر يقع في الصف   إيديال صحيح في    حيث
  6:[7]تمييدية

 
 
    ∑  

 
      

       

 

 [5,6,11] :7تمييدية
ولتكن     إيديال صحيح في   و  صف إيديال في   وليكن   حقلًا تربيعياً حقيقياً مميزه   ليكن  
         𝛿ولنعرف   قاعدة صحيحة لـِ          

    
  حيث     

     
 بالترتيب        مرافقات   

 ولذلك يمكن إيجاد   أيضا قاعدة صحيحة لـِ              ومن ثم   الوحدة الأساسية لمحقل    وليكن
*  مصفوفة 

  
  

 تحقق:عناصرىا أعداد صحيحة  +
  *

    
    

+   *
    
    

+ 
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 تعطى بالصيغة :  عناصر المصفوفة حيث 

    .
    

  

𝛿   
/                .

    
   

𝛿   
/    

    .
    

  

𝛿   
/                           .

    
   

𝛿   
/  

       و                ويكون 
  قدم 1968 في عامLang  صيغة لحساب قيم 

 
 وىي:       

 [5,6,11] :8تمييدية
 لحساب قيم  Langبالمحافظة عمى الرموز في التمييدية السابقة تعطى صيغة 

 
       

 بالعلاقة الآتية:

 
 
       

    𝛿        
 

          
                                     

                                         
                      

 [12]في لى مجموع ديدكند المعمم المعرفيرمز إ        و  نظيم الإيديال      حيث 
 لمتعبير عن  Siegelتوصل  1969وفي عام 

 
زيتا ديدكند من أجل قيم التابع        

إلى قيمة  [15]في  1976عام  Zagierعدد صحيح موجب وتوصل   أعداد صحيحة فردية سالبة حيث 
 وىي :     بع زيتا من أجل التا

 [15] :9تمييدية
 فإن :   حقل تربيعي مميزه   ليكن 

 
 
     

 

  
∑   

| | √  

            

.
     

 
/ 

 . عدد الموجبة لمقواسم اليرمز إلى مجموع       حيث 
 النتائج والمناقشة :

 :1مبرىنة مساعدة
عدد صحيح حر من           حقيقي حيث  تربيعيحقل  ( √)   ليكن 

           عدد أولي بحيث    وليكن            عدد أولي فردي يحقق     والتّربيع 
 عندئذٍ: |  و 

⌌ ⌍  ⌌  
  √ 

 
 ⌍  

 الإثبات:
)لدينا 

 

 
)                            

⌍ ⌌عندئذٍ  𝒪في إيديال أولي  حيث       
 

ولنثبت أن  4وذلك بحسب التمييدية  
  ⌌  

  √ 

 
 ⌍ 
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 :لتحميل الإيديالات باستخدام كثيرات الحدود Kummer     باستخدام مبرىنةوذلك 
  إن كثيرة الحدود الأصغرية ل ـِ

  √ 

 
)          ىي  

   

 
)   

   نلاحظ أن 

 
    

      

 
 

                                            بما أن
                     
 

      

 
 

   

 
        

 أصبح لدينا:
   

 
      

   

 
        

 ىي :  بالمقاس      كثيرة الحدود إن 
    ̅̅ ̅̅ ̅̅            (

   

 
*             

                   (
   

 
*
 

          

         (  
   

 
*
 

                                  

 ⌌ ⌍   𝒪  ⌌    
   

 
 ⌍  

 ⌌ ⌍   𝒪  ⌌  
   

 
 

  √ 

 
 ⌍  

             ⌌  
  √ 

 
 ⌍  

 :1مبرىنة 
 وليكنعدد صحيح حر من التّربيع           حقل أعداد حقيقياً حيث  ( √)   ليكن 

 :عندئذٍ   صف الإيديالات الرئيسية لمحقل   وليكن             يحققعدد أولي   

 
 
       

                     

   
 

 : الإثبات 
 وىذا مستحيل لأن           عدد زوجي فإن    عدد فردي حرّ من التّربيع لأنو إذا كان   إن
  ولدينا            حرّ من التّربيع إذاً    

       √ 

 
  لمحقل  عنصر واحدة أساسية 

,ولدينا  1ذلك بحسب النظرية و        و
  √ 

 
   أي أن   𝒪  قاعدة لـ -  

  √ 

 
و        

𝛿    √   :ومن ثم 

    .
    

   

𝛿   
/    .

       

 
 

        

  
√ /   

       

 
 

    .
    

   

𝛿   
/    .

       

 
 

            

  
√ /  

      

 
 

    .
    

   

𝛿   
/    .

 

 
 

     

  
√ /                              
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    .
    

   

𝛿   
/    .

       

 
 

        

  
√ /  

       

 
  

 و بما أن:
           (

       

 
  ) 

                 ∑    (
(
       

 *  

 
 ⌊

(
       

 *  

 
⌋)  (

 

 
 ⌊

 

 
⌋*

        

 

                ∑    (

     
    

 
 ⌊

     
    

 
⌋)  (

 

 
 ⌊

 

 
⌋*

        

 

                ∑    (
    

 
  

 

 
 ⌊

    

 
  

 

 
⌋*  (

 

 
 ⌊

 

 
⌋*

        

 

                ∑    (
    

 
  

 

 
 

    

 
   *  (

 

 
*

        

 

                ∑    (  
 

 
*  (

 

 
*

        

          

 نجد: 5بالتالي بالاعتماد عمى التمييدية 

         
         

     
 

  :فإن           بما أن و 
                  

         

      
 وكذلك:

           (
       

 
  ) 

                 ∑    (
(
       

 *  

 
 ⌊

(
       

 *  

 
⌋)  (

 

 
 ⌊

 

 
⌋*

        

 

                ∑    (

     
    

 
 ⌊

     
    

 
⌋)  (

 

 
 ⌊

 

 
⌋*

        

 

                ∑    (
    

 
  

 

 
 ⌊

    

 
  

 

 
⌋*  (

 

 
 ⌊

 

 
⌋*

        

 

                ∑    (
    

 
  

 

 
 

    

 
   *  (
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                ∑    (  
 

 
*  (
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 نجد: 5بالتالي بالاعتماد عمى التمييدية 
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 :فإن            و بما أن 
                 

         

      
 فإن:

                                    
                                             

                                                          .
        

       
/              

                
                                         
                                (

       

 
)             

                                                  .
       

 
/  .

         

      
/ 

                                             
 

 
                                         

                                 (
       

 
)            

                                                              

       .
       

 
/  .

         

      
/            

                                                               
 

 
                                   

 :8فنجد بالاستفادة من التمييدية 

 
 
       

    𝛿        
 

          
                                       

                                         
                         

 
 

      
                              

                     
 

 

      
                                            

                                            
  

 
       

                     

   
 

 : 2مبرىنة
من التّربيع  عدد صحيح حرّ           حقل أعداد حقيقياً حيث ( √)    ليكن 

 عدد أولي    وليكن
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  نتمي إليوإيديال يصف    وليكن            و            حيث

 ⌌  
  √ 

 
 :عندئذٍ   ⌍ 

 
 
       

                           

      
 

 الإثبات:
⌍ ⌌ أن 1نلاحظ من المبرىنة المساعدة   ⌌  

  √ 

 
  ⌌  لنأخذ و   ⌍ 

  √ 

 
⌍      

,فتكون 
  √ 

 
    أي أن   قاعدة صحيحة لـ  -  

  √ 

 
 ولدينا    √     𝛿 إذاً      

   
       √ 

 
 : ىي  فتكون عناصر المصفوفة 

    .
    

    

𝛿   
/    .

        

 
 

         

  
√ /   

        

 
 

    .
    

   

𝛿   
/    .

       

 
 

            

  
√ /  

      

 
 

    .
    

    

𝛿   
/    .

  

 
 

        

  
√ /                               

    .
    

   

𝛿   
/    .

        

 
 

         

  
√ /   

        

 
 

 من ثم :و 
           (

        

 
   ) 

                             

 ∑    (
(
        

 *  

  
 ⌊

(
        

 *  

  
⌋)  (

 

  
         

 ⌊
 

  
⌋* 

                             

 ∑    (

      
    

  
 ⌊

      
    

  
⌋)  (

 

  
         

 ⌊
 

  
⌋* 

                              ∑    (
    

 
  

 

  
 ⌊

    

 
  

 

  
⌋*  (

 

  
 ⌊

 

  
⌋*

         

 

                              ∑    (
    

 
  

 

  
 

    

 
   *   (

 

  
*

         

 

                              ∑    (  
 

  
*  (

 

  
*

         

           

:5بالتالي بالاعتماد عمى التمييدية و   
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 :فإن            و بما أن 
 
                 

              

        
  

 كذلك 
           (

        

 
   ) 

     ∑    (
(
        

 *  

  
 ⌊

(
        

 *  

  
⌋)  (

 

  
 ⌊

 

  
⌋*

         

 

    ∑    (

      
    

  
 ⌊

      
    

  
⌋)  (

 

  
 ⌊

 

  
⌋*

         

 

    ∑    (
    

 
  

 

  
 ⌊

    

 
  

 

  
⌋*  (

 

  
 ⌊

 

  
⌋*

         

 

    ∑    (
    

 
  

 

  
 

    

 
   *  (

 

  
*

         

 

    ∑    (  
 

  
*  (

 

  
*

         

           
               

         
       

 : كذلكو 
                 

               

         
 

 ومن ثم 
                                     
                                                
                                                            
                            (

        

 
)                   

                            (
        

 
)                   

 فنجد أن:

 
 
       

  

        
                                  

                         
 

 

        
                                              

                       
        

                           

      
 

  تكون حتىندرس في ىذه المبرىنة الشرط اللازم 𝒪  واحدية التحميل: ساحة 
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 :3 مبرىنة
عدد صحيح موجب حر           حقل أعداد حقيقياً حيث  ( √)   ليكن 
  و             عدد أولي حيث   وليكن            حيث من التربيع 

 .         :عندئذٍ واحدية التحميل   𝒪 ولتكن         
 الإثبات :

  عندئذٍ واحدية التحميل   𝒪 لدينا
 
        

 
صف الإيديالات   حيث        

    نتمي إليوصف إيديال ي  و  الرئيسية لمحقل 
  √ 

 
عندئذٍ وبالاستفادة من    | حيث 

 نجد: 2و 1 مبرىنتينال
                     

   

    
                           

      
 

                                                
 فإن المعادلة السابقة تكافئ : عدد أولي  لأن      وبما أن 

                     
      ,   وبالتالي :

 

 .        عدد صحيح بالتالي   ولكن -  
  ندرس في ىذه المبرىنة حد أدنى لرتبة زمرة الصفوف لمحقل

   (√       ) 
 : 4مبرىنة
            و           حقل أعداد حقيقي حيث  ( √)   ليكن 

 عندئذٍ 
و  4 بالمقاس 1التي تطابق    عدد القواسم الأولية لـ      حيث           

      . 
 الإثبات :

 :1 المبرىنةعندئذٍ حسب   صف الإيديالات الرئيسية لمحقل   ليكن 

 
 
       

                     

   
 

      من أجل  4بالمقاس  1 يطابق عدد أولي فردي    حيث     و  |  وليكن 
    صف إيديال يحوي    وليكن 

   √ 

 
 :2ة مبرىنعندئذٍ بحسب ال  

 
 
        

              
        

       
 

      
 

 
  إذا كان 

 
         

 
 فعندئذٍ :       
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  وبما أن 
 فإن المعادلة السابقة تكافئ : عدد أولي   لأن     

           
        

    
 

 إذاً        وىذا مرفوض لأن       ومن ثم: 
 
         

 
أي أن        

      من أجل      
  إذا كان 

 
         

 
 فإن :    حيث  (     )

              
        

       
 

      
 

 
              

        
       

 

      
 

 
(  

    
 )     (  

    
 )     (  

    
 )    

   
  

 (  
    

 )    
   

    
  وبما أن 

    
 فإن المعادلة السابقة تكافئ:  

           
   

        
   

    
        وىذا مرفوض لأن         ومن ثم : 

 إذاً 
 
         

 
      و       من أجل       أي أن  (      )

 .    و
 ىي مجموعة صفوف إيديالات غير رئيسية مختمفة .               إذاً مجموعة الصفوف 

 .         مما سبق نجد أن 
  العدد ىذه المبرىنة الشرط اللازم والكافي لكي تساوي رتبة زمرة الصفوفندرس في      

  
 :5  مبرىنة
             و          حقل أعداد حقيقي حيث  ( √)   ليكن

          عندئذٍ 
 إذا وفقط إذا كان :       و  4بالمقاس  1التي تطابق     عدد القواسم الأولية لـ      حيث

∑              

    
 

   

 
                     

  
 

                       ∑
              

        
       

 

     
 

    

   

 

           من أجل كل               و   عدد أولي يقسم    حيث  
 : 9لدينا بحسب التمييدية  الإثبات :

 
 
     

 

  
∑   .

     

 
/

| | √  

            

 

 بالتالي :            لأن              أي    مميز الحقل    حيث 
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∑   .

     

 
/

| | √  

            

 
 

  
∑   .

          

 
/

| | √       

           

 

 
 

  
∑   .   

       

 
/

| |     
         

 
 

  
∑   .   

            

 
/

    

   
        

 

 عدد زوجي عندئذٍ:  حيث      بـ   نستبدل 

 
 
     

 

  
∑   .   

        

 
/

    

   
         

 

 فيصبح لدينا : عدد زوجي  لأن      نعوض 

 
 
     

 

  
∑   .   

          

 
/

    
 

   

 
 

  
∑              

    
 

   

 

 {               }      فإن           لزوم الشرط : لنفرض أن 
   ⌌ صف إيديال ينتمي إليو     و  صف الإيديال الرئيسي لمحقل  حيث 

   √ 

 
بالتالي بحسب  ⌍ 

 : 6التمييدية 

 
 
      

 
       ∑  

 
       

    

   

 

 
                     

   

 ∑
              

        
       

 

      
 

    

   

 

 عندئذٍ 

∑              

    
 

   

 
                     

  
 

 ∑
              

        
       

 

    
 

    

   

 

 نفرض أن كفاية الشرط :

∑              

    
 

   

 
                     

  
 

 ∑
              

        
       

 

    
 

    

   

 

 فإن :
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∑              

    
 

   

 
                     

   
 

 ∑
              

        
       

 

     
 

    

   

 

  4وذلك من المبرىنة           ولدينا  
صف إيديال مختمف، أي أنو        فإنو يوجد عمى الأقل           إذا فرضنا أن 

وبما           ميما يكن       و    بحيث   إيديال نرمز لو مثلاً  يوجد صف
  أن

 
 فإن :           

 
 
      

 
       ∑  

 
       

    

   

 

              
                     

   
 

 ∑
              

        
       

 

     
 

    

   

 

 وىذا تناقض مع الفرض.
 :صياتو والت النتائج 

 لقد توصمنا في ىذا العمل إلى النتائج التالية: 
 شرط لازم لتكون الحمقة 𝒪   واحدية التحميل (       √)    التربيعي لمحقل. 
  حيث   التربيعي حد أدنى لرتبة زمرة صفوف الحقل   (√       ) 
  عدد معين.  شرط لازم وكافي لكي تساوي رتبة زمرة صفوف الحقل 

تربيعية ومحاولة إيجاد شرط لازم وكافي لتكون الونوصي بدراسة زمرة صفوف أسر أخرى من الحقول 
. الأسر واحدية التحميلالساحات الجبرية ليذه    
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