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□ ABSTRACT □ 

 

 

In this research  we presented new concepts in bitopological spaces where we 

defined the bitopological space    - regular, and    - normal. Then we defined a 

new separation axiom, which are             and studied their most important 

properties. We also presented a new type of compactness in bitopological spaces, 

according to the concept  of open set of the type Nα. 
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 مقدمة:
نظرية وبالرغم من ذلك فإنيا تدخل في بنية أغمب لتصنف التبولوجيا عمى أنيا من مواضيع الرياضيات ا

كما تتغمغل في مختمف العموم الأخرى اضيات التطبيقية كالمعادلات التفاضمية ونظرية الاحتمالات يمواضيع الر 
وقد أولى الباحثون الفضاءات مومات الجغرافية والفن والسياسة كالطب واليندسة وعمم الأحياء والاتصالات ونظم المع

 التبولوجية اىتماماً كبيراً ولا سيما الفضاءات ثنائية التبولوجيا والتي تعتبر محور بحثنا ىذا .
عمى أنو مجموعة غير خالية مزودة باثنتين من  3695مفيوم الفضاء ثنائي التبولوجيا عام        أدخل 
قد قام العديد من الباحثين بدراسة بعض المفاىيم التبولوجية في الفضاءات ثنائية التبولوجيا فقد ، و  [6]التبولوجيات 

قدم مفيوم التراص وفق        وكذلك   [1,12]آخرون مفيوم التراص والتراص عدا و         قدم 
 .    مفيوم الترابط في الفضاءات ثنائية التبولوجيا        كما قدم ، [8]     النمط المجموعات المفتوحة من

 و            من قبلإضافة إلى ذلك فقد تم تقديم أنماط مختمفة من موضوعات الفصل 
 . [2] 4242في العام           و        و  [13] 3694عام        و   [9]3699عام          

دُرست بعض خصائص موضوعات الفصل في الفضاءات ثنائية التبولوجيا من قبل  4242في العام 
 .[15]           و       الباحثين 
اط التبولوجية فقد قام بعض الباحثين بتقديم أنملأن المجموعات المفتوحة ىي حجر الأساس في الفضاءات و 

الباحثان  التي عرفيا   ، مثل المجموعات المفتوحة من النمط مختمفة من المجموعات المفتوحة
والتي عرفيا الباحثان    والمجموعات المفتوحة من النمط   [5] 4232في العام        و       

 .[4] 2017عام            و         
 أىمية البحث وأىدافو:

في الفضاءات ثنائية التبولوجيا وفق  ىو تقديم أنماط جديدة من موضوعات الفصل اليدف من ىذا البحث
نوعاً جديداً من  والعلاقة فيما كما يقدم ، ودراسة بعض خصائصيا  المفتوحة من النمط مفيوم المجموعات 

  .التراص في الفضاءات ثنائية التبولوجيا
 طرائق البحث ومواده:

فإن الطرائق المتبعة فيو  لذاو  التبولوجياالبحث يقع ضمن اختصاص الرياضيات النظرية وبشكل خاص 
 نظرية وتعتمد بشكل أساسي عمى مفاىيم أساسية في نظرية المجموعات والفضاءات التبولوحية.

 فيما يمي بعض الرموز و المصطمحات المستخدمة في البحث :نورد 
 –   منتظم، فضاء  –   متراص، فضاء  –   فضاء ثنائي التبولوجيا ، فضاء  (    ،   ، )

 عادي
   من النمط     مجموعةاللصاقة           

 نتائج معروفة :تعاريف أساسية و 
 :]6[ 1تعريف 
تسمى الثلاثية عندئذٍ    تبولوجيا عمى    ،   مجموعة ما ، ولتكن كل من       تكن ل 

 . اً تبولوجي فضاءً         و        فضاء ثنائي التبولوجيا إذا كان كل من  (    ،   ، )
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 : ]7 [2 تعريف
مجموعة    الجزئية من   فضاء ثنائي التبولوجيا عندئذٍ تدعى المجموعة  (    ،   ، )ليكن  
 .         إذا كان   (    ،   ، ) مفتوحة (  في الفضاء -      مفتوحة

 ..(    ،   ، )مجموعة مغمقة في الفضاء (   متممة المجموعة )      وعندئذٍ تدعى 
  :[2] 3 تعريف
فضاءً             عندئذٍ يسمى     ، ولتكن  فضاءً ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن 

   {        }    و  {        }    حيث  (    ،   ، )جزئياً من الفضاء 
  :]10[ 2 تعريف
إنيا    يقال عن المجموعة    مجموعة جزئية من    فضاءً تبولوجياً و لتكن     ،  ليكن 

 :( إذا تحقق الشرط   ،  في الفضاء التبولوجي ) (مفتوحة  –  )   مجموعة مفتوحة من النمط
        (           ) 

 :]5[ 5 تعريف
مجموعة   الجزئية من   فضاءً ثنائي التبولوجيا عندئذٍ تدعى المجموعة  (    ،   ، )ن ليك 

التبولوجيا إذا كانت مجموعة مفتوحة في الفضاء   مفتوحة ( في الفضاء ثنائي –  )  مفتوحة من النمط 
 :حيث (        ،  )التبولوجي 

                                                
 .       بالرمز    يرمز لأسرة كل المجموعات المفتوحة من النمط 

 :]4[ 2 تعريف
مجموعة    الجزئية من   فضاء ثنائي التبولوجيا عندئذٍ تدعى المجموعة  (    ،   ، )ليكن 

مفتوحة  -   مجموعة   مفتوحة ( في الفضاء ثنائي التبولوجيا إذا كانت  –   )   مفتوحة من النمط 
 .  (        ،  )في الفضاء التبولوجي 

مغمقة ( في  –   )   مجموعة مغمقة من النمط    متممة المجموعة المفتوحة من النمط تدعى 
 الفضاء ثنائي التبولوجيا .

 .       بالرمز    يرمز لأسرة كل المجموعات المفتوحة من النمط 
 .       بالرمز    يرمز لأسرة كل المجموعات المغمقة من النمط 

 :]16[ 7 تعريف
إنيا مجاورة من النمط    ، يقال عن     ولتكن  فضاءً ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن 

 .     بحيث يكون     مثل     إذا وجدت مجموعة مفتوحة من النمط   من    لمنقطة    
 .      بالرمز   لمنقطة     يرمز لأسرة جميع المجاورات من النمط  

 :]61[ 8 تعريف
إنيا  نقطة    من    عن أي  يقال    ولتكن  فضاءً ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن 

 .                إذا تحققت العلاقة :   بالمجموعة    لاصقة من النمط 
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  .        بالرمز    بالمجموعة    رمز لأسرة جميع النقاط اللاصقة من النمط ي
  : ]17[ 9تعريف 

إذا وجد من أجل أي نقطتين       إنو فضاء  (    ،   ، )عن الفضاء ثنائي التبولوجيا   يقال
 :تحققان     مثل     مجموعتان مفتوحتان من النمط   من       مختمفتين 

                        
 :   ]17[  10تعريف

إذا وجد من أجل أي نقطتين       إنو فضاء  (    ،   ، )ول عن الفضاء ثنائي التبولوجيا  نق
 :تحققان     مثل     من النمط  مجموعتان مفتوحتان  من       مختمفتين 

                
 مبرىنات ونتائج مساعدة:

 : ]17[ ( 2مساعدة ) مبرىنة
 فضاء ثنائي التبولوجيا عندئذٍ الشروط الآتية متكافئة : (    ،   ، )يكن ل 
       فضاء (    ،   ، )الفضاء  .2
في   مغمقة -  مجموعة  { } تكون المجموعة (    ،   ، )من الفضاء    من أجل أي نقطة  .1

 .(    ،   ، )الفضاء
 :]3[( 2) مساعدة مبرىنة
 فضاءً ثنائي التبولوجيا عندئذٍ : (    ،   ، )ليكن 

 .   ة مفتوحة من النمطىو مجموع   أي اجتماع من المجموعات المفتوحة من النمط 
 .  ىو مجموعة مفتوحة من النمط    أي تقاطع من المجموعات المفتوحة من النمط 

 .  ىو مجموعة مغمقة من النمط    أي اجتماع كيفي من المجموعات المغمقة من النمط 
 النتائج والمناقشة:

  :1تعريف
من أجل كل مجموعة  منتظم إذا وجد –   إنو فضاء  (    ،   ، )نقول عن الفضاء ثنائي التبولوجيا  

 بحيث يكون :     مفتوحتان  -  مجموعتان     وكل   مغمقة  –   
                   

 :  2تعريف 
 منتظم –   إذا كان فضاء       إنو فضاء  (    ،   ، )نقول عن الفضاء ثنائي التبولوجيا  

 .      وفضاء
 :  2مثال 

  {   }   و   {     }  فضاء ثنائي التبولوجيا حيث  (    ،   ، )ليكن  
 عندئذ : {{   } { }    }   و  

       {    { } {   }}  
        {    { } {   }}  
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        {    {   } { }}  
 .منتظم –   ىو فضاء  (    ،   ، )نلاحظ أن الفضاء 

  :3تعريف
من أجل كل  إذا وجد عادي –   إنو فضاء  (    ،   ، )نقول عن الفضاء ثنائي التبولوجيا  

 حيث :     مفتوحتين -  مجموعتان       ن غير متقاطعتيمغمقتين و  -   نمجموعتي
                     

 : 1مثال 
  {{ }    }   و   {     }  فضاء ثنائي التبولوجيا حيث  (    ،   ، )ليكن  

 عندئذ : {{   } { }    }   و  
       {    { } { } {   }}  

        {    { } { } {   }}  
        {    {   } {   } { }}  

 .عادي –   ىو فضاء  (    ،   ، )نلاحظ أن الفضاء 
 : 4تعريف 

 –   إذا كان فضاء       إنو فضاء  (    ،   ، )نقول عن الفضاء ثنائي التبولوجيا  
 عادي

 .      وفضاء 
 : ( 2)مبرىنة 

عندئذٍ يكون الفضاء       فضاء  بحيث أنو فضاءً ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  
 .     فضاء   (    ،   ، )

 البرىان:   
 مجموعة   ولتكن       يحقق موضوعة الفصلفضاءً ثنائي التبولوجيا  (    ،   ، )ليكن 

  (    ،   ، ) مغمقة لأن –   مجموعة  { }عندئذ    نقطة كيفية من    و مغمقة –    
مفتوحتان من  مجموعتانتوجد  عادي –   فضاء  (    ،   ، )بما أن        فضاء 

 حيث      مثل    النمط 
{ }                   

فيو فضاء       منتظم ويحقق موضوعة الفصل  –   فضاء  (    ،   ، )ومنو 
      . 

 : (2) نتيجة
 الفضاء  عندئذ      فضاء  بحيث أنوفضاءً ثنائي التبولوجيا  (    ،   ، )ليكن 

       ضاء فىو   (    ،   ، )
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  البرىان :
      فضاء  (    ،   ، )مغمقة لأن  –   مجموعة  { }ومنو      حيث       ليكن 

 حيث :            مجموعتان توجد  منتظم –   فضاء  (    ،   ، )وبما أن  { }  و
     { }                

  .     فضاء  (    ،   ، )ومنو 
 : (1)مبرىنة 

منتظم إذا وفقط إذا كان لكل  –   فضاء  (    ،   ، )فضاءً ثنائي التبولوجيا عندئذٍ  (    ،   ، )يكن ل
  : تحقق           فإنو توجد مجموعة     حيث           وكل     

               
  :البرىان 
       و مغمقة –   مجموعة    ومنو      حيث           و     بفرض 

             منتظم بالتالي توجد مجموعتان مفتوحتان  –   فضاء  (    ،   ، )وبما أن 
                   حيث 

      لأن      مغمقة بالتالي –   مجموعة    لدينا المجموعة 
                                     

                    
مفتوحة بالتالي توجد  –   مجموعة    بالتالي      مغمقة و  –   مجموعة   بفرض العكس : 

 و    بالتالي                  حيث   مفتوحة ولتكن  –   مجموعة 
    (        )

(        )لكن  
 مفتوحة –   مجموعة   

(        )و  
 
 منتظم . –   فضاء  (    ،   ، )ومنو الفضاء      

 ( : 2نتيجة )
ىي مفتوحة  –   عندئذ كل مجموعة منتظم  –    فضاءفضاءً ثنائي التبولوجيا  (    ،   ، )ليكن 

 مغمقة . –   مجموعة 
 : البرىان

 –   توجد مجموعة     ( من أجل كل 4مفتوحة عندئذٍ حسب المبرىنة ) –   مجموعة   بفرض  
أي أن  {             }   ومنو                   حيث    مفتوحة

 مغمقة . –   فيي مجموعة    من المجموعات المغمقة من النمط  كيفيعبارة عن اجتماع   المجموعة 
 ( :3نتيجة )

      عندئذ من أجل كل منتظم  –    فضاءفضاءً ثنائي التبولوجيا  (    ،   ، )ليكن 
 فإن :     حيث 

     { }       { }       { }       { }    
 البرىان :

{ }     وبفرض      حيث        بفرض   أي أن { }      
 بالتالي { }       بفرض   { }           { }        
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مفتوحة عندئذٍ حسب المبرىنة  –   مجموعة    { }      لكن    { }         
 ومنو    { }                   حيث   مفتوحة  –   ( توجد مجموعة 4)

      { } { }     بالتالي     { }              { }    
 ( : 3مبرىنة )

 عندئذ الشروط الآتية متكافئة منتظم  –    فضاءفضاءً ثنائي التبولوجيا  (    ،   ، )ليكن 
      فضاء  (    ،   ، ) .3
      فضاء  (    ،   ، ) .4
      فضاء  (    ،   ، ) .5

  البرىان :
         لنبرىن              بوضوح نجد

منتظم ويحقق موضوعة الفصل  –    فضاءثنائي التبولوجيا  فضاء (    ،   ، )بفرض 
بفرض  { }        أو { }        عندئذ      حيث        ولتكن      

منتظم  –    فضاء (    ،   ، )مغمقة و –   مجموعة { }      وبما أن { }       
{ }           حيث      مثل    مجموعتان مفتوحتان من النمط توجد           

      فضاء  (    ،   ، )ومنو      
 :    وفق مفيوم المجموعات المفتوحة من النمط التراص 
 : 5تعريف

 ولتكن الأسرة  مجموعة جزئية من    فضاءً ثنائي التبولوجيا ولتكن  (    ،   ، )ليكن  
مفتوحة  –   نيا تغطية إ  عندئذٍ نقول أن الأسرة  {                  }  

 لممجموعة
⋃  إذا كان         . 

 : 6تعريف 
 –   فضاء  (    ،   ، )فضاءً ثنائي التبولوجيا نقول عن الفضاء  (    ،   ، )ليكن 

 .يوجد تغطية جزئية منتيية   مفتوحة لممجموعة  –   متراص إذا وفقط إذا كان من أجل كل تغطية 
 : 7تعريف 
عندئذٍ نقول عن   مجموعة جزئية من    فضاءً ثنائي التبولوجيا ولتكن  (    ،   ، )ليكن 

مفتوحة لممجموعة  –   متراصة إذا وفقط إذا كان من أجل كل تغطية  –   مجموعة أنيا   المجموعة 
 متراصة إذا وفقط إذا تحقق الشرط : –   مجموعة   يوجد تغطية جزئية منتيية أي :    

       ⋃  

   

              {   }   

 
     ⋃   

 

   

 

  :2مبرىنة 
 مجموعة    ولتكن     ولتكن       فضاءً ثنائي التبولوجيا فضاء  (    ،   ، )ليكن     
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 حيث :            عندئذٍ يوجد مجموعتان     حيث  متراصة –       
                   

 البرىان :
 حيث :              عندئذٍ مجموعتان         لتكن 

  مفتوحة لممجموعة  –   تغطية  {      }لتكن الأسرة                       
⋃  متراصة بالتالي  –   مجموعة                 لكن     

 
 بوضع     

    ⋃              
 
   

 
ي ى    نلاحظ أن كل من المجموعتين         حيث      

 :         مفتوحة لنبرىن أن –   مجموعة 

      ⋃         ⋂     

 

   

 

   

                                     

                                         
 :2مبرىنة 

 كل مجموعة جزئيةمتراص عندئذٍ  –    فضاءً ثنائي التبولوجيا فضاء  (    ،   ، )ليكن  
 متراصة . –   مجموعة مغمقة ىي  –    
 :لبرىان ا
    {  }مغمقة ولتكن الأسرة  –   مجموعة    متراص ولتكن  –    فضاء  (    ،   ، )ليكن  

⋃  أي   مفتوحة لممجموعة  –   تغطية                مغمقة عندئذٍ  –   مجموعة   بما      {  }
⋃         مفتوحة حيث  –   مجموعة  {  }        

⋃ومنو الأسرة   ( تشكل تغطية        {  }
متراص ومنو توجد تغطية جزئية منتيية  –   ضاء ف (    ،   ، )لكن   لممجموعة مفتوحة  –   

 وىي 
 {               } ⋃  ومنو         

 
 بالتالي       لكن        

   {⋃    
 
 .متراصة –   جموعة م  ومنو  {   

 : 2مبرىنة 
متراصة  –   كل مجموعة جزئية عندئذٍ       فضاءً ثنائي التبولوجيا فضاء  (    ،   ، )ليكن  

 .مغمقة –   جموعة م ىي
 البرىان :

 متراصة –   مجموعة   ولتكن       فضاءً ثنائي التبولوجيا فضاء  (    ،   ، )بفرض  
 حيث :            عندئذٍ يوجد مجموعتان ( 6المبرىنة )عندئذ حسب      لتكن 

           }    بالتالي        ومنو                      

جموعة م  ومنو  مفتوحة-  فيي مجموعة    ىي اجتماع مجموعات مفتوحة من النمط    بالتالي  {    
 .مغمقة –   
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 : 7مبرىنة 
فضاء  ىوعندئذٍ       متراص وفضاء  –   فضاءً ثنائي التبولوجيا  (    ،   ، )يكن ل

 .عادي –   
 البرىان :

              ولتكن       متراص وفضاء  –   فضاء  (    ،   ، ) ليكن
متراصة حسب  –   ىي مجموعة       بالتالي كل من المجموعتين         حيث 

 (2)المبرىنة 
حسب المبرىنة بالتالي       فضاء   (    ،   ، )وكون الفضاء          لتكن 

 حيث :              يوجد مجموعتان  (2)
   تشكل تغطية  {       }وعميو فإن الأسرة                           

 منتيية متراصة فإنو توجد تغطية جزئية –   مجموعة     وبما أن    مفتوحة لممجموعة –
      بوضع                         

 
           نجد     

 حيث 
 :      لنبرىن أن               

                                        
                                  

 . عادي –   فضاء  (    ،   ، )بالتالي 
 :8مبرىنة 

ولتكن   متراصة جزئية من  –   مجموعة   منتظم ولتكن  –   فضاء  (    ،   ، )يكن ل
 تحقق :   مفتوحة ولتكن –   عندئذٍ توجد مجموعة      مفتوحة حيث  –   مجموعة   

               
 البرىان :

      مفتوحة حيث  –   مجموعة   منتظم ولتكن  –   فضاء  (    ،   ، )ليكن  
 حيث     مفتوحة ولتكن –   ( فإنو توجد مجموعة 4ب المبرىنة)حس    بفرض 

مفتوحة  –   تشكل تغطية  {      }  وعميو فإن الأسرة                  
 بالتاليمتراصة  –   مجموعة   لكن    لممجموعة 

  {⋃    
 
   }                    

 :9مبرىنة 
   فضاء  ىومتراص  –   منتظم وفضاء  –   فضاءً ثنائي التبولوجيا  (    ،   ، )ليكن 

  عادي –
 البرىان :

 حيث              متراص ولتكن  –   منتظم و  –   فضاء  (    ،   ، )ليكن  
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     ومنو          
  ولكن   

لكن     مغمقة  –   مفتوحة تحوي مجموعة  –   جموعة م   
فإنو توجد  (8)متراصة حسب المبرىنة  –   متراص فيي مجموعة  –   مغمقة في فضاء  –   مجموعة     

                يث ح  مفتوحة ولتكن  –   مجموعة 
 ومنو نجد أن   

(        )    و      
(        )  ن لكو   

 
 (    ،   ، )بالتالي و    

 . عادي –   فضاء 
 : 22مبرىنة 

 مجموعة   عندئذ إذا كانت       فضاءً ثنائي التبولوجيا ولتكن  (    ،   ، )ليكن 
 .متراصة –   ىي مجموعة       مغمقة فإن المجموعة –   مجموعة   متراصة و  –   

 البرىان : 
⋃    أي      مفتوحة لممجموعة  –   تغطية  {      }  لتكن الأسرة        

⋃        بالتالي                 ⋃  –   مجموعة     لكن          
⋃ وبالتالي الأسرة  مفتوحة  مجموعة   لكن    مفتوحة لممجموعة  –   تغطية تشكل {  }       

 متراصة أي يوجد تغطية جزئية منتيية أي –   
      {   }   

 
           {   }   

    {   }   

 
    

 .متراصة –   ىي مجموعة       بالتالي المجموعة
 : 22مبرىنة 

  عندئذٍ إذا كانت  (    ،   ، )جزئي من الفضاء  فضاءً ثنائي التبولوجيا (     ،    ، )كن لي
 (    ،   ، ) متراصة في الفضاء –   فيي مجموعة  (     ،    ، )متراصة في الفضاء  –   مجموعة 

 البرىان :
 أي (    ،   ، )في الفضاء    مفتوحة لممجموعة  –   تغطية  {      }  لتكن الأسرة  

  ⋃       {⋃  

   

}        ⋃{    }

      

 

⋃    ومنو    
 

  حيث     
  عندئذ فإن المجموعة        

 مفتوحة –   ىي مجموعة   
 عندئذ  (     ،    ، )متراصة في الفضاء  –   مجموعة   بما أن  (     ،    ، )في الفضاء 

  ⋃  
    ⋃      

 

   

 ⋃  

 

   

 

   

 

 (    ،   ، )متراصة في الفضاء  –   مجموعة   ومنو 
  الاستنتاجات والتوصيات:

       قمنا في ىذا البحث بتقديم أنواع جديدة من موضوعات الفصل في الفضاءات ثنائية التبولوجيا وىي 
أىم خصائصيا وعلاقتيا مع موضوعات فصل  ودرسنا    وفق المجموعات المفتوحة من النمط ومنتظم وعادي 

 تراص م-     الفضاء معرفة سابقاً كما قدمنا مفيوم
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في الفضاءات    نوصي بدراسة مفيومي والاستمرار والترابط وفق المجموعات المفتوحة من النمط 
 ثنائية التبولوجيا .
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