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□ ABSTRACT □ 

                    
In  this research, we  defined a new type of open function, which are N

open 

( N closed ) functions, then we studied some of the  properties of these 

functions and the relationship with previously defind functions.  

We also found a necessary and sufficient condition for the function f  to be 

 N open( N closed ) in bitopological space.  
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   N  interior set, N open function, N closed function. 
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 :(Introduction)مقدمة ال
انطلاقا  من  اء التبولوجيا والفضاء التبولوجيالمفتوحة والمغلقة اللبنة الرئيسية في بنتعد المجموعات 

طالمفتوحة  أنواع مختلفة من المجموعات باستنباطذلك قام الباحثون   غيرهاو  ,,h)المغلقة( من الأنما
….. 

كل المغلقة( المناسبة ل-المفتوحة )التطبيقات المستمرة دم بعضهم هذه المجموعات في تعريف واستخ
 .[1,2,5,6]  في الأعمالنمط على حدى ويتضح ذلك جليا  

يد العالم كيلي في  ىعل توسع الباحثون ومددوا مفهوم الفضاء التبولوجي إلى الفضاء ثنائي التبولوجيا
 العام 

ضمنها دراسة التطبيقات ثم توالت الدراسات لبنية الفضاءات ثنائية التبولوجيا ومن ،[9]العمل 1963
درس 2009 وفي العام .[3]العمل في 1999عام  A.Tallafha الباحث المستمرة حيث تم تعريفها على يد

 التطبيقأهم خواص التطبيق المستمر كما أنه تم تعريف   A.Kilicman ,  Z.Sallehكل من
(p، ما زالت الدراسات التي تخص الاستمرار )المفتوح].11[العمل ضمنمغلق( pمفتوح

  [4,7,10,14]. لماالأعفي ويتضح ذلك  هذا المغلق( في الفضاء ثنائي التبولوجيا مستمرة إلى يومنا
بوضع تعريف المجموعات  A.I.Nasir , N.A.Jabbarم كل منقا] 8[العمل في2010 عامفي ال 

ط قثنائفي الفضاء Nالمفتوحة من النم مستمر واستخدماه في Nي التبولوجيا ثم وضعا تعريف التطبي
 .التراص دراسة موضوع 

خصائصها الأساسية وقدم نوعا  بدراسة الحميدو   قام  الباحث ]13[ العمل في 2019العام  وفي 
 التطبيق درست عفيصة أهم خواص ]12[العمل 2023أما في العام  ،فيهجديدا  من المجموعات المفتوحة 

Nالتطبيق تعريف وقدمت مستمر في الفضاء ثنائي التبولوجياN.هوميومورفيزم 
ق كل منف بتعريوفي بحثنا هذا قمنا   ق Nالتطبي مغلق ودراسة أهم خواص  Nمفتوح والتطبي

تكل من  ا وبينمفي الفضاء ثنائي التبولوجيا والعلاقة بينه التطبيقين هذين Nو مفتوحpالتطبيقا

 هوميومورفيزم.
 وأهدافه:أهمية البحث 

في الفضاء )المغلقة( تطبيقات المفتوحة لفي مجال ا جديدة في كونه يقدم إضافة تكمن أهمية البحث 
ط )المغلقة(على المجموعات المفتوحة وذلك بالاعتماد ثنائي التبولوجيا  بحث إلى هذا ال يهدفو ،Nمن النم

ط المغلق(دراسة أهم خواص التطبيق المفتوح ) )مغلقة( ينها وبين تطبيقات مفتوحة وإيجاد العلاقة بNمن النم
 . سابقا   معرفة

  طرائق البحث ومواده: 
ما على  بشكل خاصيركز  في التبولوجيا العامة ويعتمد هذا البحث على بعض المفاهيم الأساسية 

 )المغلقة(. يتعلق بالتطبيقات المفتوحة
 والمصطلحات المستخدمة في البحث:الرموز بعض 

N مجموعة مفتوحة( مفتوحة من النمطN)في الفضاء ثنائي التبولوجيا. 
N مجموعة( مغلقة من النمط مغلقةN)في الفضاء ثنائي التبولوجيا. 
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Nالتطبيق المستمستمر(من النمط  مرN)في الفضاء ثنائي التبولوجيا. 
pهوميومورفيزم في الفضاء ثنائي التبولوجيا(الطبيق )الت هوميومورفيزم. 
)(AclN لصاقة المجموعةAمن النمطNفي الفضاء ثنائي التبولوجيا. 
)int(AN  داخلية المجموعةAمن النمطNفي الفضاء ثنائي التبولوجيا. 

 1
),(التبولوجيسرة المجموعات المفتوحة في الفضاء أ

1Y. 
 2

).,(يفي الفضاء التبولوج المفتوحةسرة المجموعات أ
2Y 

J 1
),( أسرة المجموعات المغلقة في الفضاء التبولوجي

1Y. 
J 2

),( التبولوجيأسرة المجموعات المغلقة في الفضاء 
2Y. 

  1
),(أسرة المجموعات المفتوحة في الفضاء التبولوجي 

1X. 
 2

),(أسرة المجموعات المفتوحة في الفضاء التبولوجي
2X. 

F 1
),(أسرة المجموعات المغلقة في الفضاء التبولوجي

1X. 
F 2

).,(أسرة المجموعات المغلقة في الفضاء التبولوجي 
2X 

 أساسية:تعاريف 
  ]9[:1تعريف

كل منولتكن  ،مجموعة ما Xلتكن 21
 عندئذ تسمى الثلاثية Xتبولوجيا على ,

( 21
,,X ) منثنائي التبولوجيا إذا كان كل  فضاء),(

1Xو),(
2Xفضاء تبولوجي. هو 

 ]14[:2تعريف
)ليكن 21

,,X)   ة ثنائي التبولوجيا فضاء ن Aعندئذ تدعى المجموعة الجزئي مجموعة Xم
)مفتوحة في الفضاء 21

,,X )إذا كان 21
A . 

Aتدعىوعندئذ 
c  متممة المجموعةA  مجموعة مغلقة في الفضاءهي( 21

,,X). 
  ]8[:3تعريف

)مجموعة جزئية من الفضاء ثنائي التبولوجيا Aبفرض  21
,,X ):عندئذ 

Aة )مفتوحة فيNهي مجموع 21
,,X) ت إذا وفقط إذا مفتوحة في الفضاء Aكان

),(
21  X :حيث{  21

,contains Xsupremum topology on the is:  21
 }. 

),,(مفتوحة في الفضاء Nإن متممة المجموعة 
21 XهيN.مغلقة فيه 

XN)(بالرمزNحة من النمطيرمز لأسرة المجموعات المفتو  . 
XCN)(بالرمزNسرة المجموعات المغلقة من النمطيرمز لأ . 
   ]3[:4تعريف
:),,(),,(ليكن 

2121  YXf ا ),,(تطبيقا  من الفضاء ثنائي التبولوجي
21 X  إلى

),,(الفضاء ثنائي التبولوجيا 
21 Y :عندئذ 

ن -1 ه fيقال ع نمستمر إذا وفقط إذا كا pإن 21

1

)( 


ufمن أجل كل
 21

u . 
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ن -2 هfيقال ع ن pإن ى مستمر pوتقابل fهوميورفيزم إذا وفقط إذا كا ن Xعل fوكا
1

 هو
pعلىستمر مY،حيث),,(),,(:

2121

1

 XYf 
 . 

في المرجع   11 تم وضع التعريفp مسمّىمستمر تحتp
2

 تعريف وكذلك تم وضعمستمر 
pتحت مسمى هوميورفيزمp

2
 .هوميومورفيزم

  ]8[:5تعريف
ن  :),,(),,(ليك

2121  YXf   عندئذ يقال أنه  تطبيقاN مستمر إذا فقط إذا كان
 21

1

)( 


uf من أجل كل 21
u.  

  ]8[:6تعريف
:),,(),,(ليكن 

2121  YXf تطبيقا  عندئذ: 
ه ى مستمرNيقال أن ي X عل ),,(من أجل كل مجموعة مغلقة ف

21 Yل فإن vمث
)(

1

vf
هي 

N مغلقة في),.(
21  X 

  ]12:[7تعريف
:),,(),,(إذا كان  

2121  YXf :تطبيقا  عندئذ 
 f و نNه مستمر علىNهو fوتقابل )غامر ومتباين(  fهوميورفيزم إذا وفقط إذا كا

X 
fو

1هوNمستمر علىY    . 
  ]13[:8تعريف
),,(ليكن 

21 X  تثنائي ال فضاء  تي تحوي المغلقة Nتبولوجيا عندئذٍ تقاطع المجموعا
AclN)(الرمزرمز لها بويNمن النمطA تسمى لصاقةA المجموعة . 

 ]13[: 9تعريف
),,(ليكن  

21 X   تثنائي التبولوجيا عندئذ اجتماع المجم فضاء ي مفتوحة المحتواة Nوعا  Aف
int(AN(ونرمز لها ب  Nمن النمطAتسمى داخلية . 

  ]3:[10تعريف
:),,(),,(ليكن

2121  YXf   عندئذتطبيقا: 
f( هوp) كان إذا وفقط إذا  مفتوح 21

)( ufجل كلمن أ 21
u. 

)fو ةإذا وفقط إذا كان(  مغلقpهو ),,(في مغلقة vf)(ت المجموع
21 Yمن أجل كل 

 مجموعة
 v  مغلقة في الفضاءمجموعة),,(

21 X. 
  ]12[ :1مبرهنة
:),,(),,(إذا كان

2121  YXf :تطبيقا  كيفيا  عندئذ 
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f هوNهوميومورفيزم  XAAfclNAclNf ));(())((. 
  ]12[:2مبرهنة

:),,(),,(إذا كان 
2121  YXf الشروط الأتية متكافئة: تطبيقا  كيفيا  عندئذ 

),,(في مغلقة Nمن اجل كل مجموعة -1
21 Yل )(فإن vمث

1

vf
 هيNمغلقة

),,(
21 X. 

2-XAAfclNAclNf  ));(())((. 
3-YBBclNBclN ff 



));(())((
11. 

 
  والمناقشة:النتائج 

 :11يفتعر 
:),,(),,(ليكن  

2121  YXf  :تطبيقا  كيفيا  عندئذ 
fهوNمفتوح إذا وفقط إذا كان 21

)( ufمن أجل كل 21
u. 

 :21 تعريف
:),,(),,(ليكن 

2121  YXf :تطبيقا  كيفيا  عندئذ 
f هوN إذا وفقط إذا كانتمغلق )(vfمجموعة Nالفضاء مغلقة في ),,(

21 Y  من
),,(مغلقة في الفضاءNهيvمجموعة أجل كل

21 X. 
 :1ملاحظة

 ذلكيؤكد  في الفضاء ثنائي التبولوجيا ومفتوح  Nا  تطبيقمفتوح  pكل تطبيق ليس بالضرورة 
  المثال الآتي:
 :1مثال
},,{ليكن cbaX ،}2,1{Y ولنعرف التطبيقf: بالعلاقة 

),,(),,(:
2121  YXf (1,)()(2 حيث(  cfafbf 

}}.2{,,{},,{,
21

  YY }},{,,{}},,{,,{
21

baXcbX    
}}{},,{},,{,,{}},,{},,{,,{

2121
bbacbXbacbX    

                 }}.2{,,{}},2{,,{
2121

  YY  
 مفتوح لأن:pهو تطبيقfنلاحظ أن









2121

2121

2121

2121

}2,1{}),({},{

}2,1{}),({},{

)(

)(









Ycbfcb

Ybafba

f

YXfX

 

 :مفتوح لأنهNليس تطبيقfولكن
.}1{})({;}{

2121   bfb 
 : 2ملاحظة
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قليس بالضرورة  ا  Nكل تطبي يؤكد ذلك في الفضاء ثنائي التبولوجيا و  مفتوحpمفتوح تطبيق
 :المثال الأتي

 : 2مثال
},,,{}3,2,1{ليكن   YcbaX ولنعرف التطبيقf : بالعلاقة 
),,(),,(:

2121  YXf  (1,)(2,)(3 حيث(  cfbfaf 
}}1{,,{}},2{,,{}},,{,,{}},{,,{

2121
  YYbaXaX  

}},{},{,,{}},,{},{,,{
2121

baaXbaaX    
}}2,1{},2{},1{,,{}},2{},1{,,{

2121
  YY  

 :همفتوح لأنNهو تطبيقfنلاحظ أن
 

2121
)(,)(  fYXf 

 2121
}2,1{}),{(,}1{)(  bafaf 

  :همفتوح لأنpليسfلكنو 
 2121

}2,1{}),({;},{  bafba  
 :3ملاحظة

ق ليس باالضرورة  يؤكد ذلك  و مغلقNا  تطبيقلفضاء ثنائي التبولوجيا افي  مغلقpكل تطبي
 :الآتيالمثال 

 :3مثال
},,,{}2,1{ليكن  YcbaXولنعرف التطبيقf:بالعلاقة 

),,(),,(:
2121  YXf    (2,)(1حيث()(  bfcfaf 

}}2{,,{}},2{,,{

}}1{,,{}},1{,,{

}},{},{},,{,,{}},,{},,{,,{

}},{},{},{,,{}},{},{,,{

}}2{,,{},,{}},1{,,{},,{

}},{,,{}},,{,,{}},{,,{}},{,,{

2121

2121

2121

2121

2121

2121




















YY

YY

cbbbaXcbbaX

cacaXcaX

YYYY

baXcbXcXaX

JJJJ

FFFF

JJ
FF













 

مغلق لأن:pهو تطبيقfنلاحظ أن

  

JJFF

JJFF

JJFF

JJFF

Ycbfcb

Ybafba

f

YXfX

2121

2121

2121

2121

}2,1{}),({},{

}2,1{}),({},{

)(

)(









 

 مغلق لأنه:Nليس تطبيقfولكن
JJFF bfb

2121
}1{})({;}{  

  :4ملاحظة
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 يؤكد ذلك مغلق في الفضاء ثنائي التبولوجيا وPا  تطبيقمغلق Nكل تطبيق ليس بالضرورة  
 :المثال الأتي

  :4مثال
},,,{}3,2,1{ليكن   YcbaX ولنعرف التطبيقf: بالعلاقة  

 ),,(),,(:
2121  YXf  (1,)(2,)(3 حيث(  cfbfaf 
}}2,1{,,{}},3,2{,,{}},{,,{}},,{,,{

2121
  YYbXcbX  

}}3{,,{}},1{,,{}},,{,,{}},{,,{
2121

 YYcaXaX JJFF  
}}3{},1{,,{}},,{},{,,{

2121
 YcaaX JJFF  

}}3,1{},3{},1{,,{}},,{},{,,{
2121

 YcaaX JJFF  
 :ه من أجللأن وذلك مغلقNهوfالتطبيقنلاحظ أن 

JJFF YXfX
2121

)(  
JJFF f

2121
)(   

JJFF afa
2121

}1{)(}{  
JJFF cafca

2121
}3,1{}),({},{  

 : هلأنمغلق - pليس fالتطبيق لكنو 
.JJFF cafca

2121
}3,1{}),({;},{  

 :3مبرهنة
:),,(),,(ليكن 

2121  YXf :تطبيقا  كيفيا  عندئذ 
fهوNمفتوح XAAfNANf ));(int())int((. 

 البرهان
)(:بفرض أنfهوN و مفتوحAمن كيفية جزئية مجموعةX  
))int(()int)((ولنبرهن أن   AfNANf . 

XAAANبما أن  ;)int(  العلاقةذ الصورة المباشرة لطرفي وبأخ محققة دوما 
))int(()(فإن AfANf حسب خواص داخلية مجموعة من النمطف لذلكN: نجد أن 
)1))....((int())int((int( AfNANfN  

نبما  int(AN(أ ة ي Nمجموع ),,(مفتوحة ف
21 Xالفرض ومنfق Nهو تطبي

))int((مفتوح. لذلك تكون المجموعة ANf مجموعةN مفتوحة في),,(
21 Y :لذلك فإن 

))int(()))int((int( ANfANfN  
XAAfNANfن( فنجد أ1)في العلاقة السابقة نعوض   ));(int())int((. 

)(: الفرضلدينا منXAAfNANf  ));(int())int(( ولنبرهن أنf هو
N.مفتوح 
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ن ةBلتك يمفتوحة كيفية Nمجموع ),,(ف
21 X ن فية مفتوحN وعةممجBf)(ولنبرهن أ

),,(
21 Y: BBNعندئذ  )int(وبأخذ الصورة المباشرة لطرفي العلاقة نجد أن

)())int(( BfBNf  على المجموعةوبتطبيق الفرضB: نجد أن  
)2))...((int()())(int())int(()( BfNBfBfNBNfBf  

)int)(())....(3(  محققة دوما   الأتيةالعلاقة  نعلم أن BfBfN  
)()int)((نجد أن( 2( و)3من العلاقتين) BfNBf  
نهذا يعني  ة Bf)(أ امفتوحة في الفضاء ثنائ Nمجموع ),,(ي التبولوجي

21 Y  وبمراعاة
 مفتوح.Nهوfننجد أBلمجموعةل الكيفيختيار الا

 :5 ملاحظة
يؤكد ذلك  و الفضاء ثنائي التبولوجيا فيمفتوح  -N ا  مستمر تطبيق-Nتطبيق  ليس بالضرورة  كل

 :الآتيالمثال 
 : 5مثال

},,,{}3,2,1{ليكن   YcbaXولنعرف التطبيقfبالعلاقة: 
),,(),,(:

2121  YXf (1,)(2,)(3حيث(  cfbfaf  
}}2,1{,,{}},1{,,{}},{,,{},{,,{

2121
  YYbXaX  

}}2,1{},1{,,{}},,{},{},{,,{
2121

  YbabaX  
 لأن: مستمرNهوfقالتطبينلاحظ أن 

 
21

1

21

1

)(,)( 


ff XY 

 21

1

21

1

},{})2,1({,}{})1({ 


baa ff 
 : همفتوح لأنNليس fولكن التطبيق

.}2{})({;}{
2121   bfb 

 :6ملاحظة
قليس بالضرورة   يؤكد ذلك و  في الفضاء ثنائي التبولوجيا مستمر Nا  تطبيق مفتوحNكل تطبي

 :المثال الأتي
 :6مثال

},,,{}3,2,1{ليكن   YcbaXولنعرف التطبيقf : بالعلاقة 
),,(),,(:

2121  YXf (1,)(2حيث()(  bfcfaf 
}}2{,,{}},1{,,{}},,{,,{},{,,{

2121
  YYcbXaX  

}}2,1{},2{},1{,,{}},,{},{,,{
2121

  YcbaX  
 :همفتوح لأنNهوfنلاحظ أن التطبيق

 
2121

)(,}2,1{)(  fXf 
 2121

}2,1{}),({,}1{})({  cbfaf 
 :هلأن مستمرNليس fالتطبيق ولكن
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.}{})2({;}2{
21

1

21  


bf 
 :4مبرهنة 
:),,(),,(ليكن  

2121  YXf :تطبيقا  كيفيا  عندئذ 
fهوN مغلق XAAclNfAfclN ));(())((. 

 :)(البرهان
ضب وfفر ولنبرهن كيفيةجزئية مجموعة XAومغلق Nه

))(())(( AclNfAfclN . 
XAAclNAبما أنه    الصورة المباشرة لطرفي العلاقة نجد أن  محققة دوما  وبأخذ);(

))(()( AclNfAf  ذ لصاقة الطرفين نحصل على العلاقة الأتيةبأخو 
)1)))...(((())(( AclNfclNAfclN  

ن AclN)(ولك ة يNمجموع ),,(مغلقة ف
21 Xق وfوالتطبي مغلق لذا فإنNه

))(( AclNf  
),,(مغلقة في الفضاءNمجموعة

21 Y وهذا يعني أن
))((()))((( AclNfclNAclNf  ( نجد المطلوب 1بالتعويض في )
))(())(( AclNfAfclN . 

)(:من الفرض  لدينا))(())((( AclNfAfclN   وذلك أيا  كانت المجموعةA من
),,(نقاط الفضاء

21 Xولنبرهن أنfهوN.مغلق 
),,(مغلقة كيفية فيNمجموعةFلتكن

21 Xولنبرهن أن)(FfمجموعةNمغلقة في
),,(

21 Y:ٍبما أن عندئذFمجموعةNمغلقة فإن)(FclNF  بأخذ الصورة المباشرة للطرفينو
))(()( FclNfFf ة نجد أن Fوبتطبيق الفرض على المجموع
))(())(( FclNfFfclN  ن ))(()(لذلك فإ FfFfclN ولدينا

))(()( FfclNFf  محققة دوما  ومنه نستنتج أن))(()( FfclNFf . 
),,(فيمغلقة NمجموعةFf)(هذا يعني أن

21 Y للمجموعةختيار الكيفي الاوبمراعاةF 
),,(في الفضاء

21 X نجد أنfهوN .مغلق 
 :7ملاحظة

يؤكد ذلك و  في الفضاء ثنائي التبولوجيا مغلقNا  مستمر تطبيقNليس بالضرورة  كل تطبيق 
 :الآتيالمثال 

 :7مثال
},,,{}3,2,1{ليكن   YcbaXولنعرف التطبيقf:بالعلاقة 
),,(),,(:

2121  YXf  (1,)(2,)(3حيث(  cfbfaf 
}}2,1{,,{}},1{,,{}},{,,{}},{,,{

2121
  YYbXaX  

}}3{,,{}},3,2{,,{}},,{,,{}},,{,,{
2121

 YYcaYcbX JJFF  
}}3,2{},3{,,{}},{},,{},,{,,{

2121
 YccbcaX JJFF  
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 لأن:Xمستمر علىNهذا التطبيق هو
FFfFFf XY

21

1

21

1

)(,)( 


 

FFfFFf cbc
21

1

21

1

},{})3,2({,}{})3({ 
 

  مغلق لأنه:Nليسfولكن التطبيق
.}3,1{}),({;},{

2121 JJFF cafca  
 :8ملاحظة

قليس بالضرورة  يؤكد ذلك  وفي الفضاء ثنائي التبولوجيا مستمر  Nا  مغلق تطبيقNكل تطبي
 :المثال الأتي

 :8مثال
},,,{}3,2,1{ليكن   YcbaXولنعرف التطبيقfبالعلاقة:  
),,(),,(:

2121  YXf  (1,)(2,)(3حيث(  cfbfaf 
}}2,1{,,{}},3,2{,,{}},{,,{}},,{,,{

2121
  YYbXcbX  

}}3{,,{}},1{,,{}},,{,,{}},{,,{
2121

 YYcaXaX JJFF  
}}3,1{},3(},1{,,{}},,{},{,,{

2121
 YcaaX JJFF  

 : لأنه مغلقNهوfالتطبيقنلاحظ أن 

JJFF

JJFF

JJFF

JJFF

cafca

afa

f

YXfX

2121

2121

2121

2121

}3,1{}),({},{

}1{})({}{

)(

)(









 

 مستمر لأنه: Nليس fولكن التطبيق
.}{})3({;}3{

21

1

21 FFfJJ c 
 

 :9ملاحظة
ق ليس بالضرورة  يؤكد ذلك في الفضاء ثنائي التبولوجيا و مفتوح Nا  تطبيقمغلق Nكل تطبي

 :المثال الأتي
 :9مثال
},,,{}3,2,1{ليكن  YcbaXولنعرف التطبيقf: بالعلاقة 

),,(),,(:
2121  YXf  (1,)()(3حيث(  cfbfaf 

}}2{,,{}},2,1{,,{}},,{,,{}},{,,{
2121

  YYbaXbX  
}}3,1{,,{}},3{,,{}},{,,{}},,{,,{

2121
 YYcXcaX JJFF  

}}2,1{},2{,,{}},,{},{,,{
2121

  YbabX  
}}3,1{},3(,,{}},,{},{,,{

2121
 YcacX JJFF  

 لأنه :مغلق  Nهوfأن التطبيقنلاحظ 



 ،ا.د.ظريف،د.عفيصة،جمول                  في الفضاء ثنائي التبولوجيا Nات المفتوحة )المغلقة( من النمط التطبيق
 

166 
 

JJJJ

JJJJ
cafcf

fXf

2121

2121

}3,1{}),({,}3{})({

)(,}3,1{)(



  

 :همفتوح لأنNليسfولكن
.}3{})({;}{

2121   bfb 
 :10ملاحظة

يؤكد ذلك  ولق في الفضاء ثنائي التبولوجيا مغ Nا  مفتوح تطبيقNكل تطبيق بالضرورةليس 
 :الآتيالمثال 

 :10مثال
},,,{}3,2,1{ليكن  YcbaXولنعرف التطبيقf: بالعلاقة 

),,(),,(:
2121  YXf  (1,)()(2حيث(  cfbfaf 

}}2{,,{}},2,1{,,{}},,{,,{}},{,,{
2121

  YYbaXbX  
}}3,1{,,{}},3{,,{}},{,,{}},,{,,{

2121
 YYcXcaX JJFF  

}}2,1{},2{,,{}},,{},{,,{
2121

  YbabX  
}}3,1{},3{,,{}},,{},{,,{

2121
 YcacX JJFF  

 :هلأنوذلك  مفتوح  Nهوfالتطبيقنلاحظ أن  


 

2121

2121

}2,1{}),({,}2{})({

)(,}2,1{)(





bafbf

fXf 

 : هلأن مغلقNليسfلكنو 
.}2{})({;}{

2121 JJFF cfc  
ي التبولوجيا ضاء ثنائفي الفمغلق Nمفتوح هوNن متى يكون كل تطبيقال السؤال 

 وبالعكس؟
 الإجابة على هذا السؤال في المبرهنة التية :

 :5مبرهنة
:),,(),,(ليكن

2121  YXf  عندئذ:تقابل كيفي 
fتطبيقNمغلقfتطبيقN.مفتوح في الفضاء ثنائي التبولوجيا 

 البرهان
)(:بفرض أنf تطبيقN مغلق وتقابل ولنبرهن أنه تطبيقN .مفتوح 

 Yمفتوحة فيNمجموعة Tf)(ولنبرهن أن Xمفتوحة فيNمجموعة  Tلتكن
TXفإنXمفتوحة فيNمجموعةTأنبما    Xمغلقة فيNمجموعة\

)\(مغلق فإن المجموعة  Nتطبيقfولدينا أيضا   TXfمجموعةNمغلقة فيY 
)\()(\)(\)(كما نعلم أن TfYTfXfTXf   وذلك لأنf.تقابل 

\)(أي أن المجموعة TfY مجموعةNمغلقة فيY  المجموعةوبالتالي)(Tf مجموعةN 
),,( مفتوحة في

21 Yالكيفي للمجموعة ختياروبمراعاة الاT حيث 21
Tنجد أن التطبيقfهو

N.مفتوح 
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)(:لدينا بالفرضfتطبيقN مفتوح ولنبرهن أنهN.مغلق 
  Yمغلقة فيNمجموعة Ff)(ولنبرهن أن Xمغلقة كيفية في NمجموعةFلتكن

FXفإن Xمغلقة فيNمجموعةFوبما أن  Xمفتوحة فيNمجموعة\
ق ق fولدينا أيضا  التطبي )\(مفتوح فإن المجموعة  Nهو تطبي FXfة مفتوحة  Nمجموع

 Yفي
)\()(\)(\)(فإن  FfYFfXfFXf  وذلك لأنfتقابل 

ة \)(ومنه نجد أن المجموع FfY  مجموعةNي ة Yمفتوحة ف Ff)(وبذلك تكون المجموع

 مجموعة
N ي ة،بعد مراعاة الاYمغلقة ف ت Fختيار الكيفي للمجموع المغلقة  Nمن أسرة المجموعا

),,(في
21 X نجد أن التطبيقfهوN.مغلق 

 :11ملاحظة
ق ليس بالضرورة في الفضاء مستمر Nا  تطبيق واحدمغلق في آن Nو مفتوح Nكل تطبي

 :الآتيالمثال يؤكد ذلك و يا ثنائي التبولوج
 : 11مثال
},,,{}3,2,1{ ليكن  YcbaXولنعرف التطبيقf: بالعلاقة 

),,(),,(:
2121  YXf (1,)(2,)(3حيث(  cfbfaf 

}}2,1{,,{}},3,2{,,{}},{,,{}},,{,,{
2121

  YYbXcbX  
}}3{,,{}},1{,,{}},,{,,{}},{,,{

2121
 YYcaXaX JJFF  

}}3,2{},2,1{},2{,,{}},,{},{,,{
2121

  YcbbX  
}}3,1{},3{},1{,,{}},,{},{,,{

2121
 YcaaX JJFF  

 :هنلأ مغلقNهوfنلاحظ أن التطبيق

JJJJ

JJJJ
cafaf

fYXf

2121

2121

}3,1{}),({,}1{})({

)(,)(



  

 مفتوح لأنه: Nهوfأيضا  التطبيق


 

2121

2121

}3,2{}),({,}2{})({

)(,)(





cbfbf

fYXf 

ن قfومنه نجد أ و Nهو تطبي سNمفتوح  مستمر وذلك  Nمغلق في آن واحد ولكنه لي
 لأنه :

.},{})2,1({;}2,1{
21

1

21  


baf 
 (: 12)ملاحظة

في آن واحد في الفضاء مغلق Nو مفتوحNا  مستمر تطبيقNكل تطبيق ليس بالضرورة   
 يؤكد ذلك المثال الأتي: يا والتبولوج ثنائي

 (:12مثال)
},,,{}3,2,1{ليكن   YcbaX ولنعرف التطبيقf: بالعلاقة 
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),,(),,(:
2121  YXf (1,)(2,)(3حيث(  cfbfaf 

}}2,1{,,{}},1{,,{}},{,,{}},{,,{
2121

  YYbXaX  
}}2,1{},1{,,{}},,{},{},{,,{

2121
  YbabaX  

}}3,2{},3{,,{}},{},,{},,{,,{
2121

 YccbcaX JJFF  
 :همستمر لأن Nهو fالتطبيقنلاحظ أن 



 

21

1

21

1

21

1

21

1

},{})2,1({,}{})1({

)(,)(









baa

XY

ff

ff 

 : همفتوح لأنNليسfلكن التطبيقو 
.}2{})({;}{

2121   bfb 
 :همغلق لأنNوليس 

.}3,1{}),({;},{
2121 JJFF cafca  

  :6مبرهنة
:),,(),,(انكإذا 

2121  YXf :تقابلا  كيفيا  عندئذ الشروط الأتية متكافئة 
 هوميومورفيزم.Nهوfلتطبيقا).1(
 مفتوح.Nو مستمرNهوfالتطبيق).2(
 مغلق.Nومستمر Nهوfالتطبيق).3(

 البرهان 
)1()2(: بما أنfهوNفإن بالفرض هوميومورفيزمfهوNمستمر علىX   

 مفتوح.Nهوfولنبرهن أن
),,(في الفضاءNمفتوحة كيفية من النمطمجموعة جزئية Aلتكن 

21 X ولنبرهن أن)(Af

 مجموعة
N مفتوحة فيY ن fوبما أ

1التابع العكسي للتابعfهوN علىمستمرY  ولدينا من
)()(هوميومورفيزم فإنNهوfالتطبيق الفرض

1 1

Af
 هيNمفتوحة في),,(

21 Y وبما أن
)()()(

1 1

AfAf 
   أنهذا يعني)(AfهيNمفتوحة في),,(

21 Y  وبمراعاة الاختيار الكيفي
 .مفتوح NهوfفإنXمن Aللمجموعة

)2()3(: بما أنfهوNمستمر علىXبقي البرهان على أنfهوN مغلق 
 .مغلقNهوfتقابل فإنfوبما أن )5(ة السابقة رقمحسب المبرهنو 
)3()1(: من الفرض لديناfهوNمستمر علىX(2السابقة رقم ) فحسب المبرهنة  

ن ))(());(((*)...نجد أ XAAfclNAclNf ن وfوبما أ مغلق فحسب Nه
))(());(((**)...نجد أن )4(المبرهنة رقم XAAclNfAfclN  

XAAclNfAfclNنجد أن (**)و(*)من  ));(())((. 
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XAAclNfAfclN  مفحسب المبرهنة  ))(());(( ن )1(رق وfنجد أ Nه

 هوميومورفيزم.
 :الاستنتاجات والتوصيات

   مغلق في الفضاء ثنائي التبولوجيا Nح والتطبيق مفتو Nبتعريف التطبيقفي هذا البحث  قمنا 
ق قمفتوح Nوتوصلنا إلى بعض الخواص التي يتمتع بها التطبي مغلق في الفضاء Nوالتطبي

ق كما توصلنا ،ثنائي التبولوجيا و fإلى إيجاد شرط لازم وكافي كي يكون التطبي )Nه  مغلق(Nمفتوح 
 في الفضاء ثنائي التبولوجيا.
العمل في الفضاءات ثنائية التبولوجيا ومحاولة تعريف أنماط جديدة من هذا نوصي بمتابعة 

ودراسة العلاقة  المناسبة لها المغلقة( ، )المفتوحةالمستمرة وتعريف التطبيقات  )المغلقة(المفتوحةالمجموعات 
 .بينها وبين تطبيقات معرفة سابقا  
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