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 (         √)  الأسرةأدنى لرتبة زمرة صفوف  حد  دراسة 

 

 *حمد عيدى اكتور الد  
 

 (2325/ 4/22تاريخ النذر  – 2325 /03/9 )تاريخ الإيداع   
 

 □ممخ ص  □
 
ُُمقجُ نُ           حيثُ( √) ُالحقيقيُ ُخبيعيُ لختبةُزمخةُصفػفُالحقلُالتُ أدنىُُحجُ ُالعسلفيُىحا

والأدواتُالخئيديةُالسدتخجمةُُ،عجدُصحيحُمػجبُفخدؼُ(      )     وخبيعُمغُالتُ ُعجدُصحيحُحخُ     
ُىيُقيعُخاصةُلجوالُزيتاُلرفػفُالإيجيالُلمحقػلُالتخبيعيةُالحقيقيةُالسعشية.

بيعيُ ُالكممات المفتاحي ة: فػفُ،الحقلُالتخ   .تابعُزيتا،ُزمخةُالر 
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□ ABSTRACT □ 

 
In this work, we present a lower bound for theُ order of class group of real 

quadratic field  (√ ), where             is a square-freeُ integer and 

     (      ) be an odd positive integer. The main tools used are special values 

of zeta functions for ideal classes of the respective real quadratic fields. 

Keywords: Quadratic field, Class group, Zeta function. 
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مة  :مقد 

ُالبحتةُ ُمغُأقجمُفخوعُالخ ياضي اتُالبحتة،ُولوُدورُميعُفيُعسميةُتصػيخُالخ ياضي اتُبفخوعيا ُالجبخُفخعاً ي عج 
ةُمغُالعمػمُ ُكثيخٍُمغُالسدائلُالسصخوحةُفيُىحاُالعرخُفيُمياديغُعج  الةُفيُحل  والت صبيقي ة،ُكساُأن وُيديعُمداىسةًُفع 

دةُبعسمي اتُوالت صػرُفيُعمعُالجبخُأد ػُإلىُضيػرُم فيػمُالبشىُالجبخي ة،ُوالتيُت عخ فُبأن يا:ُمجسػعاتُغيخُخاليةُمدو 
لُ..…). ُ–الحمقاتُُ–ثشائي ةُت عصىُأسساءُبحدبُالخػاصُال تيُت حق قياُىحهُالعسمي اتُ)الد مخُ ُالد مخةُأو  تاريخي اً،ُتعج 

دةُوىيُأساسي ةُفيُمعطعُفخوعُ ُالجبخُالحجيثة.الأمثمةُعمىُالبشىُالجبخي ةُالسجخ 
مغُُوالتيُتٌعجُةخبيعيُ فػف(ُلمحقػلُالتُ زمخةُالر ُُالاتُواختراراًُ)جييالإُزمخةُصفػفُتكافؤُنجرسُفيُىحاُالعسل

ىُيػمشاُىحا،ُفقجُشيغُوحتُ اىتسامُالباحثيغُعمىُدراستياُمشحُمئاتُالدُ ُياضيات،ُولحلظُانربُ ةُفيُالخُ السػاضيعُاليامُ 
مةُياضياتُومخاكدُالبحػثُالستقجُ الكثيخُمغُالػقتُلمعسلُفيُىحاُالسجالُفيُمعاىجُالخُ رػنُزالػُيخر ُ رػاُوماخر ُ

ُوالسشتذخةُفيُجسيعُأنحاءُالعالع.ُُ
ُ-تبةُخُ أعمىُلمُدراسةُحجُ  –تبةُأدنىُلمخُ ُدراسةُحجُ ُ–تبةُتحجيجُالخُ ُ) مخةقةُبيحهُالدُ الكثيخُمغُالسدائلُالستعمُ ىشاكُ

فػفتُ  ُحتُ تبةحدبُالخُ ُرشيفُزمخُالر  ُة.ُفيُبعسُالحالاتُالخاص ُىُالآنُإلاُ ....(ُلعُت حل 
ُ ُيخز  ُحج ٍُُفيسا ُزمخةُدراسة ُلختبة ُتعُ ُفػفالر ُُأدنى ُحجُ ُفقج ُتخبيعيُ ُدراسة ُلحقػل فػف ُالر  ُزمخة ُلختبة ةُأدنى

ُوُحجيثاًُججاًُُ([3,4,5,11,12,17,18,19,21,22]ُانطخ)ُ شةةُمعيُ حقيقيُ 
 ُدرسChakrabortyُُُأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالحقلُ[9]ُوآخخون  .(     √) حج 

 ُدرسMahapatraُُُأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالحقلُ[16]ُوآخخون  .(       √) حج 

 ُتدرسJihnyُُُأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالحقل [13]ُوآخخون ُ.(        √) حج 
حيثُُ           حيثُُ ( √)   أدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالحقلُاًُفيُىحاُالبحثُدرسشاُحجُ 

ُُ.3ُبي شاُأنُرتبةُزمخةُالرفػفُليحهُالأسخةُأكبخُأوُتداوؼُ
 أىمي ة البحث وأىدافو

وتكسغُأىسي ةُُ،(          √)   ُأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالحقلُييجفُىحاُالبحثُإلىُتقجيعُحجُ 
ُأدنىُوحجُ ُتبةُبيغُحجُ لظُعغُشخيقُحرخُالخُ مخةُوذمخةُمغُجيةُأولىُفيُالبحثُعغُرتبةُالدُ الأدنىُلختبةُالدُ ُالحجُ 

فػفُحدبُالخُ ُأعمىُومغُجيةُأخخػُالحجُ  راساتُُ،تبةالأدنىُلوُدورُفيُت رشيفُزمخُالر  وىحاُيديعُفيُتبديطُالج 
ُوتدييمياُفيُكثيخُمغُالأحيان.

ه  طرائق البحث ومواد 
ُُ:فيُىحاُالبحثُندتفيجُمغُُُ
  ُئيدي ُالخ  ُالإيجيال ُُتحميل ُبالعجد ُالر 33ُُالسػلج ُالجبخي ة ُالأعجاد ُحمقة ُفي ُالتخبيعيُلـمحقلحيحة

 .√          / 
 ُمجسػعُديجكشجُالسعس ع.ُُ
 تدوالُالت ابعُزيتاُلرفػفُالإيجيالا.ُ
 عميياُفيُىحاُالبحث اعتسجنا والأفكارُالتي والت سييجيات الت عاريف مغ بعزاًُ يأتي فيسا نعخض. 

 ةتعاريف ومفاىيم أساسي  
  [6]:1 تعريف
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ُمغُالت خبيع،ُُ     حيثُُ( √)   ُالحقلُالت خبيعيُ ُي عخ ف كل:عجدُصحيحُحخ  ُبالذ 
   (√ )  {   √         } 

 حقلُالأعجادُالكدخي ة.ُ حيثُ

ُ ُكان ُُ   وإذا ُ  فإن  ُكان ُوإذا ُحقيقي اً، ُتخبيعي اً ُحقلًا ُتخبيعي اًُُ  فإنُ ُ   يٌدس ى ُحقلًا يٌدس ى
حيحةُ،ُتخي مياًُ كلُالت الي:ُ( √)   حقللمُ  وت عخ فُحمقةُالأعجادُالجبخي ةُالر  ُبالذ 

   {

 [√ ]  {   √        }                                               (     ) 

 6
  √ 

 
7  8   4

  √ 

 
5       9                        (     ) 

 

ُ حيحة ُالر  ُالجبخي ة ُالأعجاد ُلحمقة ُُ  القاعجة ُلـ ُصحيحة ُقاعجة ُويٌعخُ ُ تٌدسى ُالحقلف ُمسي د
   (√ ) 

ُُوُمسيدُأؼُ بأنُ  )ُلمسديجُمغُالسعمػماتُحػلُمسيدُالحقلُُ وسشخمدُلمسسيدُبالخمدُُ، قاعجةُصحيحةُلـ
ُ ُالسخجع ُعمى ُالاشلاع ُالإ، [1])يٌخجى ُمسيدتع ُأن  ُعمى ُالتخبيعي ثبات عصىُيٌُُ( √)    الحقل

ُبالريغةُالتالية
   {

                                (     ) 
                                 (     ) 

 
  [10]:2 تعريف

 عشجئحٍُُ   √     ُحقلُتخبيعيُوُ( √)   ُليكغ

 ُكل:ُ́ ويخمدُلوُبالخ مدُ ي عخ فُمخافق ُ،ُبالذ 
 ́     √  

 ُكل:ُ ،( ) ويخمدُلوُبالخ مدُُ ي عخ فُنطيع ُبالذ 
 ( )    ́  (   √ )(   √ )         

 ُكل:ُ ،( )  ويخمدُلوُبـالخ مدُ ي عخ فُأثخ ُبالذ 
  ( )     ́     

  [10]:3 تعريف
ُ ُتخبيعي اً،ُ ليكغ ُالػاحجات حقلًا ُزمخة ُلمقمب(ُعشجئحٍ ُالقابمة ُُ)العشاصخ ُالحمقة يغةُُ  في ُبالر  ت عصى

 الت الية:

 
 

 
 *      | ( )|   + 

 عشجئحٍُأصغخُواحجةُفيُ،ُحقلًاُتخبيعي اًُحقيقي اًُُ ُكانُوفيُحال
 

تٌدس ىُالػاحجةُُالػاحجأكبخُتساماًُمغُُ 
ُ. دُ،ُويخمدُلياُبالخ م الأساسي ةُلمحقلُ

  [8]:4 تعريف
ُ ُالحقيقي  إذاRichaud-Degertُُي دس ىُحقلًاُتخبيعي اًُحقيقي اًُمغُالش سطُُ( √)   الحقلُالت خبيعي 

خوطُالت الية: ُحق قُالذ 
 عجداًُصحيحاًُمػجباًُحخ اًُمغُالت خبيع.ُ          .3

2.       . 

3.     . 
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  [8]:2 تمييدي ة
ُمغُالش سطُُ( √)   ُليكغ ُحقيقي  ونطيسياُُ عشجئحٍُالػاحجةُالأساسي ةRichaud-Degertُ حقلُتخبيعي 

ُكساُيمي: ت عصىُفيُالحالاتُالت اليةُ( ) 
    √         ( )             | |    

  
  √     

 
   ( )               | |    

  
      

| |
 

  

| |
√        ( )        | |      

ُ. يجلُعمىُإشارةُالعجدُُ     حيثُالخمدُُُ
  [1]:5 تعريف

ُعشجئحٍُُ حقلُندبُُ ساحةُصحيحةُوُ  لتكغ
خوطُالت الية:ُ الجدئي ةُوالغيخُخاليةُمغُُ السجسػعةُ ُوالسحققةُلمذ 

                 ( ُ)مغمقةُبالشدبةُلعسميةُالجسع 

                     

 ُبحيثُُ     يػجج     

ابقةُُ  جدئي ةُوغيخُخاليةُمغُ وإذاُكانتُالسجسػعةُ،ُ فيُ ت دس ىُإيجيالُكدخؼُ  خوطُالث لاثةُالد  وتحق قُالذ 
ُ. فيُيٌدس ىُإيجيالُصحيحُ ُعشجئحٍُ

ُإيجيالُصحيحُفيُالداحةُالرحيحةُ ُكل  ُ. ىػُإيجيالُكدخؼُفيُُ الحؼُحقلُندبياُُ نشػ هُإلىُأن 
  [1]:6 تعريف

حيحُ كلُالت الي:ُ  فيُُ ي عخ فُنطيعُالإيجيالُالر   بالذ 

 ( )      (
  

 ⁄ + 

حيحُُُُ   ىػُرتبةُعاملُالحمقةُُ  فيُُ أؼُأنُنطيعُالإيجيالُالر 
 ⁄. 

 

                                                                                               [1] :2 تمييدي ة
ُأعجادُصحيحةُُ      ولتكغُ(     )    حيثُُحقلًاُتخبيعي اًُ ( √)    ليكغ

ُُعشجئحٍُُ(     )    وُ   ،ُ   بحيثُ
a) 2  

   √ 

 
حيح3ُُ   〉قاعجةُللإيجيالُالر 

   √ 

 
ُُوُ   ،ُ   إذاُوفقطُإذاُكانُُ〈

    (      ) 

b) ُعشجئحٍُُ(      )    ُوُ   ،ُ   إذاُكان .〈  
   √ 

 
〉/  |  |. 

 ُولكغُمعطعُ[1]فيُحقػلُالأعجادُالجبخي ةُبذكلُعامُُىشاكُتعخيفُلدمخةُصفػفُتكافؤُالإيجيالات،
ُبجراسةُالج راسات ُسشقجُ ُتيتع ُلحلظ ُالت خبيعي ة، ُالأعجاد ُحقػل ُفي ُالإيجيالات ُتكافؤ ُصفػف ُزمخة ُرتبة ُالآنُمدألة م

 تعخيفُزمخةُصفػفُتكافؤُالإيجيالاتُلمحقػلُالت خبيعي ة.ُُ

  [1] : 7 تعريف
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ُوُ ( √)   ليكغ حيحةُلمحقلُ  حقلُتخبيعي  ُُُولتكغُُ ُالتخبيعيُحمقةُالأعجادُالجبخي ةُالر 
فخُفيُُ( )  ُالإيجيالاتُالكدخي ةُالسختمفةُعغُالر  لُزمخةُتبجيمي ةُبالشدبةُُيوالتُ  مجسػعةُكل  تذك 

خب. ُلمز 
ُالإيجيالات( )   ُكل  ُفيُُمجسػعة ئيدي ة ُفيُُيوالتُ( ) الخ  ُناضسي ة ُجدئي ة ُزمخة ل ُعشجئحٍُُ( ) تذك 

 السجسػعةُالتالية

   
 ( )

 ( )⁄  *  ( )      ( )+  *, -      ( )+ 

لُزمخةُتبجيمي ة واختراراًُزمخةُُوتٌدس ىُبدمخةُصفػفُتكافؤُالإيجيالاتبالشدبةُلعسميةُججاءُالرفػف،ُ تذك 
فػف ُفيُ  لمحقلُ(Class group)ُالر  ُالعشرخُالحيادؼ  ُويٌدس ىُبرفُُ( ) ىػُُ  ، الإيجيالُالخ ئيدي 

فُبـُ لمحقلُ فػفُفيُىحهُالد مخةُبالخ مػزُُ ،ُوسشخمدُليحاُالر  ُ.     ولبقيةُالر 
ُ ُعشرخُ  بساُأن  ُ  معكػسُ)مقمػب(ُفيُُ  مغُُ زمخةُبالشدبةُلعسميةُججاءُالرفػفُعشجئحُلكل 

ُ ُلسعكػس ُسشخمد ُالججاء، ُلعسمية ُُ بالشدبة ُُ   بالخمد ( )      حيث ُبخىغُ،   ُولقج
Minkowski ُُُُالد مخة ُ. ( ) ولشخمدُلختبةُىحهُالد مخةُبـ ،مشتييةُ  بعجُسمدمةُمغُالش طخياتُأن 

ُ [10] صف التابع زيتا: -التابع زيتا ديدكندُ:8 تعريف
ُعشجئحٍُحقلًاُتخبيعي اً،ُُ  ليكغ
 ُكلُ يٌعخ فُالت ابعُزيتاُديجكشجُلمحقل ُُ:بالذ 

  ( )  ∑
 

( ( )) 

    

     

ُالإيجيالاتُُ  ُعجدُعقجؼُوُ ُعمساًُأنُ ُُُُُُُُُ حيحة مجسػعةُكل  فخُفيُ الر   السختمفةُعغُالر 
 

.ُ
 ُُالت ابعُزيتا يغةُالت الية:ُ    حيثُُ(   )  ي عخ فُصف  ُبالر 

  (   )  ∑
 

( ( )) 

      , -  

 

ُالسجسػعُمأخػذُمغُأجلُجسيعُأعمساًُُُُُ فخُفيُن  حيحةُالسختمفةُعغُالر   الإيجيالاتُالر 
 

ُوالػاقعةُ
فُ ُ.ُ فيُالر 

   [10]: 3تمييدي ة

فػفُلمحقلُ  و حقلًاُتخبيعي اًُُ  ليكغ  عشجئحٍُُ ُزمخةُالر 
  ( )  ∑   (   )

    

 

 ُ ُالباحث م ُُSiegelُ[20]قج  ُلحداب ُُ(    )  شخيقةً ُصحيحُُ حيث عجد
ُالت الية:Zagierُنحرلُعمىُصيغةُُُ   مػجب،ُوفيُحالةُ

   [23]:4 تمييدي ة

ُمسي دهُُ ليكغُ ُحقيقي  ُعشجئحٍُُ حقلُأعجادُتخبيعي 

  (  )  
 

  
∑  4

    

 
5

| | √ 

     (     )
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ُ. لـُُمجسػعُالقػاسعُالسػجبةُ( ) حيثُ
  [15]:9 تعريف

ُالريغةُالتاليةمغُُ   حيثُُ  أعجادُبخنػليُت عصىُ

∑ .
 

 
/

   

   

                  

ُنلاحعُأنُ ُُُُ
    

 

 
    

 

 
          

 

  
 

ُ[2,13]:23 تعريف
   السعس ععخ فُمجسػعُديجكشجُعشجئحُيُ ،ُأعجادُصحيحةُ   ُليكغ

 (   ) ُ 

يغةُالت الية:ُُ            وُُ           حيث ُبالر 
   

 (   )  ∑      .
 

 
/

  (     )
  .

  

 
/ 

ُالسػجبةُحيث    ُالبػاقي ُجسيع ُأجل ُمغ ُمأخػذ ُُ( )ُالسجسػع ُالعجد ُ عمى ُأن  ُأؼ ُفيُُ ، ُالقيع ُجسيع تأخح
ُوُُ +| |          *السجسػعة

  ( )  ∑(
 

 
*

 

   

  (* +)(   ) 

ُ. تخمدُإلىُالجدءُالكدخؼُمغُالعجدُالحقيقيُُ+ *دُبخنػليُوُاعجأُُ  حيثُ
ُ ُبذكلُخاصُنلاحعُبأن 

  ( )  * +  
 

 
 

  ( )  * +  * +  
 

 
 

  ( )  * +  
 

 
* +  

 

 
* + 

  نحرلُعمىُُ   فيُحالةُ
وىػُمجسػعُديجكشجُالسعسعُالحؼُنيتعُبوُفيُُ(   )  واختراراًُُ(   ) 

ُىحاُالعسل
  (   )    

 (   )  ∑     .
 

 
/

  (     )
  .

  

 
/ 

(   )   نلاحعُمثلًاُأنُ ُُُ   
 

  
 

  [7,8]:5ية تمييد

ُ:وليكغُ حقلًاُتخبيعي اًُحقيقي اًُمسي دهُُ( √)   ليكغُ
     ُُيسمظُالقاعجةُإيجيالُصحيحُ     و   *     + 

  ( )       ́  عمىُالتختيبُ  وُ  مخافقاتُُ́  وُُ́  حيثُُ   ́   

 ُ ُُالػاحجةُالأساسي ةُلمحقل  

ُبالتاليُ للإيجيالُقاعجةُُ{    ,   }ُعشجئحٍُُ
 [

  
  

]      [
  
  

] 



ُأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالأسخةُ ُ،د.عيدىُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ(         √) دراسةُحج 
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.   حيثُُُُُُُُُُُ
  
  

يغةُالت اليةمرفػفةُعشاصخىاُأعجادُصحيحةُ ُ/ ُ :ت عصىُبالر 
    .

     ́

 ( )
/,        .

    ́ ́

 ( )
/ 

    .
    ́ 

 (  )
/,        .

    ́ ́

 (  )
/ُ

 .     و ( )    det وأكثخُمغُذلظ

 ُ ُعمى ُالت سييجبالحفاظ ُفي ُالسحكػرة ُالخ مػز ُعمى5ية ُنحرل ،ُُ لحدابLangُُصيغة
  (    ). 

  [7,8,14]:6 تمييدي ة

  (    )  
(     ( ))     ́

     ( )  
*(   )   (   ) ( ) 

                                     (     )  (   )        (     )  (   ) 

                                       (     )  (   )        (     )  (   )+  

ُ.ُ إشارةُُ     وُ نطيعُالػاحجةُالأساسي ةُُ( ) وُ نطيعُالإيجيالُُُ( ) حيثُ
   [8] :7 تمييدي ة

ُ ُُُ( √)   ليكغ ُالش سط ُمغ ُحقيقي  ُتخبيعي  Richaud-Degertُُحقل ُُ و الإيجيالُصف 
| | وُُ(     )          وُ  لمحقلُئيديُ الخُ   عشجئحٍُ    

  (    )  

{
 

 
   (    )   (           )

     
               

   (     )   (            )

     
          

 

  [1] :21تعريف 

ُحقيقيُ ُ( √)   ليكغُ ُمغُالت خبيعُ حيثُ حقلُتخبيعي  ُأولياًُُ ،ُوليكغُعجدُصحيحُحخ  عجداً
 عشجئحٍُ

 ُ ُالعجدُالأوليُي  كانإذاُُ فيُُ(Split)ُيشفرلُ قالُبأن 

〈 〉       
ُ.  إيجيالانُأوليانُفيُُ     حيثُ
 ُ ُالعجدُالأوليُي  إذاُكانُ فيُُ(Ramify)ُيتفخعُ قالُبأن 

〈 〉     
ُ.  إيجيالُأوليُفيُُ  حيث
 ُ ُالعجدُالأوليُي  إذاُكانُ (ُفيInertُ)ُجامجُ قالُبأن 

〈 〉    
ُ.  إيجيالُأوليُفيُُ  حيث

خُالقارغُىشاُبأن ُإذاُتحققُالذخطُالتاليُُ  إيجيالُأوليُفيُُ  ونٌحك 
                          

 [6] :12 تعريف
ُالخ مدُُ عجداًُأولياًُّفخدي اًُوُُ ليكغُ .عجداًُصحيحاً،ُفإن 

 

 
ُدس ىُرمدُليجشجر،ُوىػُيخمدُلمت ابع:يٌُُ/
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(
 

 
*    *      + 

كل: ُالسعخ فُبالذ 

(
 

 
* ( )  (

 

 
*  {

                                             
                                              
                                                                               

 

ُُجالةُليجشجر:لُالذييخةُخػاصالومغُ
ُ،ُعشجئحٍ:     وُعجداًُأولي اًُفخدي اً،ُ ُإذاُكان

 ُإذاُكان    (     )ُُ .فإن 
 

 
/  .

 

 
/. 

 .
 

 
/   .ُ

 ُ [1]  :8تمييدي ة 

 عجداًُأولي اًُعشجئحٍ:ُ ُوُحقلًاُتخبيعي اًُُ( √)   ليكغُ

〈 〉  

{
 
 

 
           (     (

 

 
*    *     (               (     )) 

        (          )     (                (     )) 

        (      (
 

 
*    *      (             (     )) 

 

لي ةُفي        حيثُ .وُ   إيجيالاتُأو 
 

 
 رمدُليجشجر. /

 الن تائج والمناقذة:
ُُ( √)   بالأسخةُُةبعسُالسعمػماتُالستعمقُندتشتجقبلُأنُنبجأُبسشاقذةُالشتائجُسػفُ

ُُعجدُصحيحُمػجبُحخُ ُ           حيثُ ُ.(      )     مغُالتخبيعُعمساًُأن 
 ُنلا مغُالتخبيعُوىحاُمخالفُُليذُحخُ ُ زوجيُلكانُعجدُُ عجدُفخدؼُلأنوُلػُكانُُ حعُبأن 
 لمفخض.

 ُ  :ُبالذكلُالتاليُالتعميل وُ(     )    نلاحعُبأن 

ُ ُ(     )      ُعشجئحٍُُ (     )         فخدؼُعشجئحٍُعجدُُ بساُأن 
ُعشجئحٍُُ(     )     ُو

              (     ) 
 ُ  عشجئحُُ(     )    بساُأن 

 
  0

  √ 

 
 .3بالاعتسادُعمىُالتعخيف1ُُ

 ُ ُالأساسي ة ُُ الػاحجة ُُ لمحقل   ىي
         √ 

 
ُوُُ ( ) نطيسيا ُبالاعتسادُُ   وذلظ

 ُ.3ةُعمىُالتسييجيُ 

 ُُعشجئحٍُُ(         √)   صفُالإيجيالُالخئيديُلمحقلُُ ليكغ 

  (    )  
                    

   
 

ُ.7وذلظُبالاعتسادُعمىُالتسييجيةُُُُُُُُُُ
 ُ 〈  〉سشقجمُفيُالسبخىشةُالت اليةُتحميلُالإيجيالُالخ ئيدي   لمحقلُ  فيُُ     

   (√         ).ُ



ُأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالأسخةُ ُ،د.عيدىُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ(         √) دراسةُحج 
 

32 
 

 :1 مبرىنة
ُحيثُ( √)    ،ُوليكغفخدؼعجدُصحيحُمػجبُ (      )      ليكغ 
ُمغُالت خبيعُ           ُ ُعشجئحٍُُعجدُصحيحُمػجبُحخ 

〈  〉  〈   
   √ 

 
〉 〈   

   √ 

 
〉 

ُحيث

〈   
   √ 

 
〉    〉 و

   √ 

 
〉 

 .  إيجيالانُأوليانُفيُُ
 :يتعُاثباتُىحهُالسبخىشةُمغُخلالُالشقاطُالتالية الإثبات:

  ُبالتاليُُ(      )    ُنلاحعُبأن.
 

  
/  .

 

  
/ ،32ُبالاعتسادُعمىُالتعخيفُُ  

ُالإيجيالُالخئيديُ( ُ يشفرلُفي33ُُالعجدُبالتاليُ 〈  〉أؼُأن  ُ )لمحقلُُ  فيُُتحمليُ      
ُ.8بالاعتسادُعمىُالتسييجيةُ

 ُُأيزاًُنلاحع    〉أن 
  √ 

 
   2 يسمظُالقاعجةُ    فيُإيجيالُ〈

   √ 

 
)ُ 2 حدبُالتسييجي ة3

ُ ُأخحوذلظ ُ   ُعشجئحٍُ             بعج ،   ُُ ُأن  ُُ(   )   وبسا   و

ُبالتاليُ(   )
    (      ).)ُ

 〈   
  √ 

 
ُ.  إيجيالُأوليُفيُُ〈
   〉لكيُنثبتُأنُُُ

   √ 

 
ُيجبُأنُنثبت:ُ  إيجيالُأوليُفيُُ〈

          6
  √ 

 
7      〈   

   √ 

 
〉  

ُ    〉  فإن 
   √ 

 
   〉  أوُُ〈

   √ 

 
〉ُ

ُ 0     بساُأن 
  √ 

 
ُعشجئح1ٍُُ

       4
  √ 

 
5          

       4
  √ 

 
5          

   〉   لجيشاُ
   √ 

 
ُبالتاليُُ〈

(         .
   

 
/*  (              ) .

  √ 

 
/  

       .
  √ 

 
/          ُ

ُبالتاليُ

{         (
   

 
*      

                 

 

ُلجيشاُ
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         (
   

 
*    (      ) 

ُ ُعشجئحُ(      )    بساُأن 
       (      ) 

ُبالتالي
        

ُ     أوُُ     عشجئحُ
ُعشجئحٍُ               بالتاليُ     إذاُكانُُ

       4
  √ 

 
5         4

  √ 

 
5 

   〉  بالتاليُ
   √ 

 
〉 

ُعشجئحٍُ               بالتاليُ     ُأماُإذاُكان

       4
  √ 

 
5         4

  √ 

 
5 

   〉  بالتاليُ
  √ 

 
〉 

ُ    〉مساُسبقُنججُأن 
   √ 

 
ُ.  إيجيالُأوليُفيُُ〈

 ُُالدابقُبشفذُالأسمػب    〉نججُأن 
   √ 

 
   2يسمظُالقاعجةُ    فيُأوليُإيجيالُ〈

  √ 

 
3.ُ

  ُولشبي غُالآنُأن 

〈  〉  〈   
   √ 

 
〉 〈   

   √ 

 
〉 

〈   
   √ 

 
〉 〈   

   √ 

 
〉  〈      4

  √ 

 
5    4

  √ 

 
5  

   

 
〉  〈  〉  

ُحيث

  〈   
  √ 

 
 
  √ 

 
 
   

    
 〉 

ُُ.  إيجيالُفيُ

  
  √ 

 
 

  √ 

 
 

ُ.〈 〉  وىحاُيعصيشاُُ،   بالتاليُ
ُُبالت اليوُ

〈   
   √ 

 
〉 〈   

   √ 

 
〉  〈  〉  〈  〉〈 〉  〈  〉 

 ُُإيجيالُيشتسيُإليوُُ حيثُُ(    )  الآنُسشقػمُبحداب    〉صف 
  √ 

 
〉.ُ

 :2 مبرىنة
ُ    حيثُ( √)    ،ُوليكغفخدؼُعجدُصحيحُمػجب (      )      ليكغ 



ُأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالأسخةُ ُ،د.عيدىُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ(         √) دراسةُحج 
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ُمغُالت خبيعُ           ُ    ُوليكغُعجدُصحيحُمػجبُحخ  ،Cُُإيجيالُيشتسيُإليو ُصف 

〈   
  √ 

 
〉 

 عشجئحٍُ

  (    )  
                  

      
  

ُإيجيالُيشتسيُإليوCُُليكغُالإثبات:     〉 صف 
   √ 

 
   〉  ،ُوبالت اليُ〈

  √ 

 
〉      

ُ    2 وبساُأن 
  √ 

 
ُعشجئحٍُ،2ُةُسييجيُ حدبُالتُ ُ حيحُقاعجةُللإيجيالُالر 3ُُ      

  ( )       ́  .5ُيةبالإعتسادُعمىُالت سييج  √      ́   

3ُُ نعمعُمغُالت سييجي ة    أن 
         √ 

 
( ) وُ ُنجج:5ُ يةسييجالتُ وباستخجامُُ،  

    (
     ́

 ( )
*  

     ́

 ( )
 

  ́   ́

( (  ))
     

  

4
  √ 

 5     4
         √ 

 5

  √ 

 

4
  √ 

 5     4
         √ 

 5

   √ 
     

 
(  √ )(         √ )  (   √ )(         √ )

 √ 
                                     

 
(       )√ 

 √ 
 

         

 
  

: ُوبشفذُالأسمػبُنججُأن 

    (
    ́ ́

 ( )
*  

   

 
 

    (
    ́ 

 (  )
*      

    (
    ́ ́

 (  )
*  

       

 
 

  .
  
  

/  (

       

 

   

 

   
       

 

, 

ُ ُ.( )    detنلاحعُبأن 
ُوالتعميلُكساُيميُ(       )    ُنلاحعُبأنُ 

       (       ) 
          (       ) 

            (       ) 
         

 
    (       ) 
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    (       ) 
ُنججبالتاليُُ،(       )    ُمغُالػاضحُأنُ ُأيزاًُ 

  (   )    (      )   
     

       
 

  (   )    (      )  
     

       
 

  (   )    (      )  
      

         
 

  (   )    (      )  
      

         
 

ُ  نججُأنُ 6ُُباستخجامُالت سييجي ة

  (    )  
                  

      
 

 ُُلمسجسػعُالتاليأدنىُُحجُ بجراسةُالآنُسشقػم

∑  4
    

 
5

    √ 
 

        

 

 :0 مبرىنة
 ُ( √)    ،ُوليكغمػجبُفخدؼعجدُصحيحُ (      )      ليكغ 

ُمغُالت خبيعُُ           حيثُ ُُعشجئحٍُعجدُصحيحُمػجبُحخ 

∑  4
    

 
5

    √ 
 

        

 
                        

     
 

 .( √)   مسيدُالحقلُُ وُُ لـُ مجسػعُالقػاسعُالسػجبةُ( ) حيثُُُُُُُ
ُُ:الإثبات ُ   عشجئحٍُُ(     )     بساُأن 

        √    بالتاليُُ  (     )       (   )لجيشاُ
 بالتاليُ

∑  4
    

 
5

    √ 
 

        

 ∑  4
    

 
5

       
 

        

 

           ُحيثُ        نزعُ
     

 
ُ

  بالتالي

∑  4
    

 
5

       
 

        

 ∑  4
(         )  (      ) 

 
5
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   ∑  ( (     )    )

     
 

   

 

 : وبالتاليُنجج

∑  4
    

 
5

    √ 
 

        

 ∑  ( (     )    )

     
 

   

 

 أولًا: 
(     ) )ُالقػاسعُالسبتحلةُل ـُمجسػعُنشاقرُ     ُأياًُكانُ(   

     

 
ُ. 

ُلشزع

   ∑ (   (     )    )

     
 

   

 

           (            (
       

 
* *

 4        (
     

 
*
 

5 

 
     

 
 

.  .
       

 / /

 
 (

     

 
*

 
.
     

 / .
     

   / . .
     

 /   /

 
 
 بالتالي:

   ∑ (   (     )    )

     
 

   

 
                    

  
 

ُ: ثانياً  ( ) لشزع   (     )     ُُ ُالعجدان ُأن  ( ) ولشبيغ

  
ُُ ُلـ33ُُو ُمختمفان قاسسان

 ُ.ثعُنشاقرُمجسػعُالقػاسعُالتيُحرمشاُعميياُ( ) 
 ُ ُبأن  ُُ( )    نلاحع أوُُ(      )    عشجما

    (      )ُ
 ( )   (     )           (      ) 

( ) بالتاليُُُُُُُُُ  (      )    أوُُ(      )    عشجماُُ(      )   
 (      )    أوُُ(      )    عشجماُُ( )     بالتاليُُُُُُُُ

 ُ ( ) لاحطشاُأن 

  
ُولشبيغُأنيساُمختمفانُ( ) لـُُقاسسان33ُوُُ

 ( )   (     )   0تابعُمتدايجُعمىُالسجالُُ   
     

 
 عشجئحٍُ، 1
     

 ( )   ( ) ل قيسة ترمح لـ   ىي     .             (  )         /أو 
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( )  بالتالي

  
    

  ∑ 4   
 ( )

  
5

     
 

   
 

         (      )

 ∑ 4   
 (     )    

  
5

     
 

   
 

         (      )

  

 4   
      

  
5  4   

      

  
5  4   

        

  
5

 4   
        

  
5   

 (   
 .

        
 /  .

      
 /

 

  
,

 (   
 .

       
 /  .

     
 /

 

  
, 

 (          )  
 

  
(           (

       

 
* *

 
 

  
(           (

        

 
* *

 
 

  
4               (

      

 
*
 

 (
     

 
*
 

5 

 (          )  
 

  
(           (

       

 
* *

 
 

  
(           (

        

 
* *  

 

  
(     ) 

.            أن   عمساًُ
     

 
/
 

.            وُُ
      

 
/
 

 
ُ ُنلاحعُبأن 

             .
     

 
/
 

 ∑ (     ) 
   

 
    

                                              ∑   

   
 

   

   ∑  

   
 

   

    ∑  

   
 

   

 

 بالتاليُ

       (        .
   

 
/
 

*     .
   

 
/      .      

   

 
/ُُ

               
.
   

 
/.

   

 
/( )

 
    .

   

 
/      

.
   

 
/.

   

 
/

 
  

ُبالتاليُ

   
                   

  
 

             .
      

 
/
 

 ∑ (     ) 
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                                                      ∑   

   
 

   

 ∑   

   
 

   

    ∑  

   
 

   

 

ُُبالتاليُ

       4        (
   

 
*
 

5     (
   

 
*     

 (      
   

 
* 

     
.
   

 / .
   

 / (   )

 
    (

   

 
*      

.
   

 / .
   

   /

 
 

                
                   

  
 

ُبالتاليُ

   
                   

  
 

ُمساُسبقُنجج:

∑ 4   
 ( )

  
5

     

   
 

         (      )

 (          )  
 

  
(           (

       

 
* *

 
 

  
(           (

        

 
* *  

 

  
(     ) 

     
 

  
:
    .

       
 / 

 
;  (

   

 
*  

 

  
:
    .

        
 / 

 
;

 (
   

 
*  

 

  
4
          

  
5  

                

     
 

  نججُ    مغُأجلُثالثاً: 
 (     )      (     )             (     ) 

(     ) قاسسانُمختمفانُلـُُ(     )وُ  بالتالي     فيُحالةُُ   
               ومجسػعُىاذيغُالقاسسيغُىسا

ُ ُندتشتجُمساُسبقُأن 

∑  4
    

 
5

    √ 
 

        

 ∑  ( (     )    )

     
 

   

 

 
                    

  
 

                

     
       

ُبالتاليُ
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∑  4
    

 
5

    √ 
 

        

 
                        

     
 

 ُُأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُالحقل ُُ(         √)  الآنُسشقػمُبػضعُحج 
  :4مبرىنة 

ُحيثُ( √)    ،ُوليكغفخدؼعجدُصحيحُمػجبُ (      )     ليكغ
ُمغُالت خبيعُعشجئحٍُُ           ُ ( ) عجدُصحيحُمػجبُحخ    . 

 ثبات: الإ 

∑  4
    

 
5

| | √ 

     (     )

 ∑  4
    

 
5

| | √ 

     (     )

  ∑  4
    

 
5

    √ 
 

        

 

ُنجج3ُُبالاعتسادُعمىُالسبخىشةُ

∑  4
    

 
5

| | √ 

     (     )

 
                        

    
 

 نزخبُالصخفيغُبالعجدُ

  
 نجج4ُُُةبالاعتسادُعمىُالتسييجيُ ُعشجئحٍُُ

  (  )  
                        

      
 

:ُ ُلجيشاُمساُسبقُأن 
  (    )    (    )

 
                    

   
 

                  

      

 
                          

      
 

ُُنلاحعُبأنُ 

  (  )  
                        

      
   (    )    (    ) 

ل قيسة ترمح لـ   ىي     .حيثُ ُوُُ/أو  ُُبساُأن 
  (  )  ∑   (    )

    

 

( )  تسمظُعمىُالأقلُثلاثةُعشاصخُبالتاليُ  نججُأنُزمخةُالرفػفُُعشجئحٍُ،3ُمغُالتسييجيةُ   ُ
ُوالت وصيات:  ستنتاجاتالإ

مشاُفيُىحهُالسقالةُإلىُ ُالتخبيعيُالحقيقيُُحقلالأدنىُلختبةُزمخةُصفػفُُحجُ دراسةُتػص 
اُبالش دبةُلمت ػصيات:ُفشػصيُ،(        √)   ُمغُالشسط  أم 

 مثلًاُالحقيقي ة،ُُلختبةُزمخةُصفػفُأ سخُمعي شةُمغُالحقػلُالت خبيعي ةُأدنىُحجُ ُبإعصاء 

 عجدُأوليُفخدؼ.ُ حيثُُ(    (  )√)   الحقػلُمغُالشسطُ
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  ُةالحقيقيُ ُشةُمغُالحقػلُالت خبيعي ةسخُمعيُ صفػفُأُ ُدنىُلختبةُزمخةالأُتحديغُالحج.ُ
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