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 الثانية المرتبة من المعممة الخطية نصف التفاضلية لمعادلةا تذبذبدراسة 
من خلال المعادلة التفاضلية نصف الخطية  الحد المتأخر والمحايد ذات

 المعممة من المرتبة الثانية
  محمد معلّا د. 

 
 (2025 /17/9تاريخ النشر  – 2025 /3/7 )تاريخ الإيداع   

 
 □ملخّص  □

 
 ذات الثانية المرتبة من المعممة الخطية نصف التفاضلية لمعادلةا تذبذب دراسة إلى البحث هذا يهدف
وذلك من خلال إيجاد علاقة بين تذبذب المعادلات التأخيرية والمعادلة التفاضلية نصف  المحايد,و  الحد المتأخر

وبالتالي تمديد الكثير من معايير التذبذب من المعادلة المعممة إلى المعادلة  ,الخطية المعممة من المرتبة الثانية
 .الوصول إلى نتائج جديدة في, يساعدنا تحويل ريكاتي بشكل أساسي المتأخر وكذلك ذات الحد المحايد ذات الحد

 ريكاتي. تحويل -التذبذب -حد محايد –حد متأخر–معممة خطية نصف تفاضلية معادلة مفتاحية: كلمات
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□ ABSTRACT □ 

 
 

The aim of this paper is to study the oscillation of the generalized half-linear 

second order differential equation with delay and neutral, this is achieved by 

establishing a connection between the oscillation of delay differential equation and the 

generalized half-linear second order differential equation. Consequently many 

oscillation criteria can be extended from generalized equations to equations with delay 

terms as well as those with neutral terms, the riccati transformation plays a 

fundamental role in deriving new results. 
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 مقدمة
إن أغلب التغيرات في عالمنا المحيط تعتبر نماذج لمعادلات تفاضلية غير خطية, معظم هذه التغيرات 

ة المعادلات التفاضلية سادر دفعنا لالأمر الذي وقوع التغيير و رد الفعل الناتج عنه, يخضع لتفاوت زمني من حيث 
من المرتبة الثانية بعد إضافة حد التأخير, وحد محايد لا يؤثر على خواص فضاء الحلول, نصف الخطية المعممة 

 : [3]التفاضلية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية الشكل الآتي المعادلات حيث تأخذ
      [𝑟(𝑡)𝑥′(𝑡)]′ + 𝑐(𝑡)𝑓(𝑥(𝑡), 𝑟(𝑡)𝑥′(𝑡)) = 0                         (1) 

,𝑓(𝑥حيث أن  𝑦) = |𝑥|𝑝−1|𝑦|2−𝑝𝑠𝑔𝑛(𝑥); 𝑝 >  ويتمتع هذا التابع بالخواص الآتية: ,1
,𝑓(𝑥التابع  1. 𝑦)  مستمر على المنطقةΩ = ℝ× ℝ∗ حيث أنℝ∗ = ℝ ∖ {0}, 
,𝑓(𝑥التابع  2. 𝑦)  متجانس, أي يحقق العلاقة𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) , وذلك أياً كانت𝜆  منℝ, 
,𝑓(𝑥يحقق التابع  3. 𝑦) أن 𝑥𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝑥𝑦وذلك من أجل  ,0 ≠ 0, 
,𝑓(𝑥التابع نظامية  4. 𝑦)   وبالتالي من أجل أي نقطة (1)وجود ووحدانية الحل للمعادلة تضمن ,
(𝑥1, 𝑥2)  منΩ فإنه يوجد حل ,𝑥(𝑡) للمعادلة يحقق أن 𝑥(𝑡0) = 𝑥1 , 𝑥

′(𝑡0) = 𝑥2 , 
ع 5. ة  𝐹(𝑡)إذا كان التاب 𝐹(𝑡)معرفاً بالعلاق ≔ 𝑡𝑓(𝑡, ∫عندئذٍ يتحقق أن  , (1

𝑑𝑡

1+𝐹(𝑡)

+∞

−∞
< +∞ 

limو 
|t|→+∞

𝐹(𝑡) = +∞, 
,𝑓(𝑥يجعل التابع  6. 𝑦)  التابع𝐻  ضمن تحويل ريكاتي ( لاحقا  محدباً تماماً ) سيتم تعريفه. 

لصعوبة التوصل ول بعيداً عن محاولة إيجادها بمعرفة سلوك الحل الاهتمامإن أهمية الدراسة هنا تنبع من 
للحلول على مجالات محدودة, حيث سيتركز البحث حول تذبذب حلول إليها, كما أن الطرق العددية تقدم وصفاً 

 المعادلة المدروسة.

 هو أن يملك كل حل من حلولها عدداً لانهائياً من الأصفار (1)المعادلة  (Oscillation) يقصد بتذبذب
عدداً  بحيث يملك  (1)هو أن يوجد حل ما للمعادلة ( Non-oscillation), أما عدم التذبذب على مجال ما

 .ذلك المجالصفار على من الأ منتهياً 
, والتي تنص على أنه بين [7]تحقق مبرهنة شتورميان إن العديد من المعادلات التفاضلية نصف الخطية 

, 𝑥(𝑡)للمعادلة المدروسة, فإن كل حلول تلك المعادلة ستملك صفراً بين صفري   𝑥(𝑡) كل صفرين لحل ما 
 تلك المعادلات التي تحقق مبرهنة شتورميان بتذبذب حل واحد على الأقل.وذلك يعني أننا سنضمن تذبذب 

 وضع, بعد ذلك [3]في   (1) الحلول الأساسية للمعادلةŘezníčková, J و Došlý, O درس الباحثان
 , (1)تذبذب المعادلة  ضمنت هامةمعايير  [4]في  O. Doslyو Bognárان الباحث

 بالشكل الآتي: الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات الحد المتأخرالمعادلة التفاضلية نصف تعطى 
[𝑟(𝑡)𝑥′(𝑡)]′ + 𝑐(𝑡)𝑓(𝑥(𝜏(𝑡)), 𝑟(𝑡)𝑥′(𝑡)) = 0                          (2)  
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 يتمتع بالخواص الآتية: 𝜏(𝑡)والتابع , ℝمن 𝑡تابعان موجبان تماماً أياً كانت  𝑟(𝑡)و 𝑐(𝑡)حيث أن 
1 )𝜏(𝑡) ∈ 𝐶1(ℝ,ℝ) 
2 )𝜏(𝑡) ≤ 𝑡 
3 )𝑙𝑖𝑚𝑡→∞𝜏(𝑡) = ∞ 

تذبذب المعادلات التفاضلية نصف الخطية  [1]في  R. Marík و S. Fišnarová  درس الباحثان
ووضع الباحثان معايير لتذبذب المعادلات الكلاسيكية من المرتبة الثانية ذات الحد المتأخر ثم ذات الحد المحايد, 

عمل الباحثان  ثمالكلاسيكية ذات الحد المتأخر ثم ذات الحد المحايد من خلال تذبذب المعادلات الكلاسيكية, 
Marík وFišnarová  من خلال تذبذب  , وذلكتذبذب المعادلات ذات الحد المتأخرلعلى إيجاد معيار  [2]في

 المعادلات الخطية من المرتبة الثانية.
𝑧(𝑡)مع حد محايد  (2)المعادلة  [9] في أخرون  درس معلا و = 𝑥(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥(𝜃(𝑡)) ووضعوا ,

 :الآتية المعادلةسندرس تذبذب هذا البحث أما في  ,معايير لتذبذب المعادلة
[𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)]′ + 𝑐(𝑡)𝑓(𝑥(𝜏(𝑡)), 𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)) = 0                     (3)    

,𝑓(𝑥نإحيث  𝑦) = |𝑥|𝑝−1|𝑦|2−𝑝𝑠𝑔𝑛(𝑥); 𝑝 > 𝑟(𝑡)و ,1 > 𝑐(𝑡), و0 > أياً وذلك  0
𝑡 كانت ∈ ℝوالتابع ,𝜏(𝑡)  ًأما  ,يتمتع بالخواص المذكورة سابقا𝑧(𝑡)  فيعطى بالعلاقة 𝑧(𝑡) =

√𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥𝛾(𝜃(𝑡))
𝛾  حيث𝛾 تعريف يفيد) كيفي  عدد فردي 𝑧(𝑡) تعميم دراسة تذبذب المعادلة ب

0و, ((3) ≤ 𝑎(𝑡) < 𝜃(𝑡)يحقق العلاقتين  𝜃(𝑡), والتابع 1 ≤ 𝑡 وlim
𝑡→+∞

𝜃(𝑡) = , نلاحظ أنه ∞+
𝜆حيث  يضاً حلأ 𝜆𝑥(𝑡), فإن (3)للمعادلة  𝑥(𝑡)من أجل حل ما  ∈ ℝ وبالتالي تتحقق نصف شروط ,
 الفضاء الخطي.

 أهمية البحث وأهدافه
, وهي معادلة تفاضلية  (3)تأتي أهمية هذا البحث من أنه يعطي دراسة تحليلية لسلوك حلول المعادلة   

. إن لهذه الدراسة دور هام في معرفة سلوك الظواهر التي محايدنصف خطية معممة من المرتبة الثانية ذات حد 
ولذلك فإن هذا البحث يعد على درجة كبيرة من تصفها تلك المعادلة وبالتالي إمكانية التحكم بنتائج تلك الظواهر, 

الأهمية للباحثين في المجالات العلمية النظرية والتطبيقية. يهدف البحث إلى دراسة السلوك اللانهائي لحلول 
المعادلة التفاضلية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات الحد المحايد, من حيث التذبذب أو عدم 

 التذبذب.
 لبحث ومواردهطرائق ا

, وبشكل خاص في مجال نظرية المعادلات التطبيقيةيندرج هذا البحث تحت اختصاص الرياضيات    
التفاضلية, لذلك فإن التقنيات الرياضية المستخدمة هنا تعتمد بشكل أساسي على طرائق الدراسة التحليلية للمعادلات 

 التفاضلية العادية.
 النتائج والمناقشة:

التي تحوي على حد متأخر  (3) القسم تذبذب المعادلة التفاضلية نصف الخطية المعممةندرس في هذا 
𝜏(𝑡) وآخر محايد 𝑧(𝑡) = √𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥𝛾(𝜃(𝑡))

𝛾  حيث𝛾 عرض الباحث , عدد فرديBognar  في
 , وهي كالآتي:(1)موضوعة تعالج تذبذب المعادلة  [4]
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 [4]:1موضوعة 
 لدينا التكافؤ الآتي:

,𝑇]على  غير متذبذبة (1)( المعادلة 1 +∞[. 
,𝑇]حل معرف على  𝑣(𝑡)( يوجد 2 𝑣′(𝑡)يحقق أن ]∞+ + 𝑐(𝑡) +

𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
= 0. 

,𝑇]معرف على  𝑣(𝑡)( يوجد تابع 3 𝑣′(𝑡)يحقق أن ]∞+ + 𝑐(𝑡) +
𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
≤ 0. 

الذي سيعمل على تحويلها إلى معادلة لتفاضلية من المرتبة   (3)نوضح الآن تحويل ريكاتي للمعادلة 
 الأولى من خلال التمهيدية الآتية:

 [4] :1تمهيدية 
 بالمعادلة الآتية : (3)للمعادلة ي تحويل ريكاتيعطى 

𝑣′(𝑡) + 𝑐(𝑡)(
𝑥(𝜏(𝑡))

𝑧(𝑡)
)𝑝−1 +

𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
= 0  ;  𝑝 > 1                            (4)  

 برهان:
𝑥(𝑡)بفرض  ≠ ل  0 𝑡من أجل ك ≥ 𝑇  لنضع , (3) حل للمعادلة  𝑢(𝑡) =

𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)

𝑧(𝑡)
𝑣(𝑡)و    =

𝑔(𝑢(𝑡)) , باشتقاق التابع بالتالي𝑣(𝑡) نحصل على: 

𝑣′(𝑡) = 𝑔′(𝑢)𝑢′(𝑡) = 𝑔′(𝑢) (
(𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡))

′

𝑧(𝑡)
−
𝑟(𝑡)(𝑧′(𝑡))

2

(𝑧(𝑡))2
)                            

ا  (3)المعادلة  بالاستفادة من 𝑣′(𝑡)لدين = −𝑔′(𝑢) 𝑐(𝑡)
𝑓(𝑥(𝜏(𝑡)),𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡))

𝑧
−

𝑔′(𝑢)
𝑟(𝑡)(𝑧′(𝑡))

2

𝑧2
 ومنه:, 

𝑣′(𝑡) = −𝑔′(𝑢)𝑐(𝑡)𝑢(𝑡)(
𝑥(𝜏(𝑡))

𝑧(𝑡)
)𝑝−1𝑓 (

1

𝑢
, 1) − 𝑔′(𝑢)

𝑟(𝑡)(𝑧′(𝑡))
2

𝑧2
                           

𝑔′(𝑢)𝑢(𝑡)𝑓يحقق أن بحيث 𝑔نختار التابع  (
1

𝑢
, 1) =  :فنحصل على المعادلة الآتية, 1

𝑣′(𝑡) + 𝑐(𝑡)(
𝑥(𝜏(𝑡))

𝑧(𝑡)
)𝑝−1 +

𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
= 0                                                  

𝑔:ℝوعندئذٍ يصبح  → ℝ معطى بالعلاقة الآتية : 

𝑔(𝑢) =

{
 
 

 
 ∫

𝑑𝑠

𝐹(𝑠)

+∞
1
𝑢⁄

      𝑖𝑓   𝑢 > 0

−∫
𝑑𝑠

𝐹(𝑠)
    𝑖𝑓   𝑢 < 0 

1
𝑢⁄

−∞

0                    𝑖𝑓    𝑢 = 0

                                              

𝐹(𝑡)بالعلاقة 𝐹(𝑡)يعطى و  = 𝑡𝑓(𝑡, 𝐻(𝑣)بالعلاقة  𝐻, ويعطى التابع (1 =

(𝑔−1(𝑣))2𝑔′(𝑔−1(𝑣)). 
,𝐹,𝐻إن التوابع  𝑔 [4]تتمتع بخواص مهمة مذكورة في. 

𝑢(𝑡) أهمية الفرضية إن =
𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)

𝑧(𝑡)
𝑣(𝑡)و    = 𝑔(𝑢(𝑡))    عدم تذبذب المعادلة فكرة أن تكمن في

من أجل  الإحداثيبحيث أن خطه البياني لا يقطع المحور الأفقي للمستوي 𝑥(𝑡) يوجد لها حل  أنه يعني , (3)
𝑡 ≥ 𝑇,  وبالتالي يكون𝑣(𝑡)  معرف عندما  (4)حل المعادلة𝑡 ≥ 𝑇  

 :2تمهيدية 
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𝑥(𝑡)ليكن > 𝑡أياً كانت (3)لـلمعادلةحل  0 > 𝑇 ,من أجل∫
1

𝑟(𝑡)

+∞
𝑑𝑡 = المحدد  𝑧(𝑡)فإن ,∞+

𝑧(𝑡) بالعلاقة = √𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥𝛾(𝜃(𝑡))
𝛾   يحقق𝑧(𝑡) > 𝑧′(𝑡)و  0 >  إذا كانإضافة لذلك , 0

𝑟′(𝑡) ≥ 𝑧′′(𝑡)فإن ,0 < 𝑡وذلك أياً كانت   0 > 𝑇. 
 برهان:
𝑥(𝑡) بما أن > 𝑡أياً كانت0 > 𝑇 ,  فإنه يوجد𝑇1 > 𝑇   بحيث يكون𝑥(𝜃(𝑡)) > وذلك أياً   0

𝑡كانت > 𝑇1وبالتالي فإن التابع ,𝑧(𝑡)  أن  يحقق 𝑧(𝑡) = √𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥𝛾(𝜃(𝑡))
𝛾

> وذلك أياً   0
𝑡كانت > 𝑇1 > 𝑇 , حيث𝑎(𝑡) ≥ 0. 

𝑥(𝑡) مع ,(3)لنأخذ الآن المعادلة > 𝑡من أجل  0 > 𝑇  الآتي:فإننا نجد  , ومنه(3)حل للمعادلة 
[𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)]′ = −𝑐(𝑡)𝑓 (𝑥(𝜏(𝑡)), 𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)) < 0                        

,𝑇[على مجال  تماماً  متناقص 𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)التابع أي أن  +∞[.  
𝑧′(𝑡), إذا افترضنا فرضالالآن بنقض  ≤ 𝑡من أجل  0 > 𝑇 وبسبب تناقص ,𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡) نجد أن    
𝑧′(𝑡) <

−𝑚

𝑟(𝑡)
< 𝑡من أجل  0 > 𝑇1 > 𝑇 حيث ,𝑟(𝑡) > عدد حقيقي  𝑚, و (3)من تعريف المعادلة 0

,𝑇1[على المجال  بالمكاملة موجب تماماً, و  :نجد أن ]∞+
𝑧(𝑡) < 𝑧(𝑇1) − 𝑚∫

1

𝑟(𝑡)

𝑡

𝑇1
𝑑𝑡                                             

𝑧(𝑡)أن نجد, ∞+إلى تسعى 𝑡وبجعل  < 𝑧′(𝑡)وهذا تناقض, ومنه فإن  0 > 𝑡أياً كانت  0 > 𝑇. 
′[𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)]تابع متناقص تماماً, أي أن 𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)بما أن ,𝑧′′(𝑡)لنحسب الآن   < , ومن هذه  0

𝑧′′(𝑡)المتراجحة نجد أن   <
−𝑟′(𝑡)𝑧′(𝑡)

𝑟(𝑡)
≤ 𝑧′′(𝑡), وبالتالي فإن 0 < 𝑡من أجل كل  0 > 𝑇. 

 :3تمهيدية 
𝑥(𝑡) يحقق  (3)حل لـلمعادلة   𝑥(𝑡)ليكن  > 𝑡من أجل   0 > 𝑇 وليكن ,∫

1

𝑟(𝑡)

+∞
𝑑𝑡 = +∞ ,

𝑡 من أجلعندئذٍ فإنه  > 𝑇:لدينا الآتي 
𝑥𝛾(𝜏(𝑡)) ≥ [1 − 𝑎(𝜏(𝑡))] 𝑧𝛾(𝜏(𝑡))                              (5)   

 برهان:
𝑥(𝑡)الذي يحقق 𝑥(𝑡)لنأخذ التابع  > 𝑡من أجل  0 > 𝑇,  نجد أن  2فإنه بحسب التمهيدية𝑧(𝑡) >

𝑧′(𝑡)و 0 > 𝑧(𝑡) المعرف بالعلاقة 𝑧(𝑡)لنأخذ الآن التابع. 0 = √𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥𝛾(𝜃(𝑡))
𝛾نجد  , ومنه

𝑧(𝜃(𝑡))أن يحقق 𝑧(𝜃(𝑡))أن = √𝑥𝛾(𝜃(𝑡)) + 𝑎(𝜃(𝑡))𝑥𝛾(𝜃(𝜃(𝑡)))
𝛾وبما أن , 𝑎(𝜃(𝑡)) > 0 

𝑥 و (𝜃(𝜃(𝑡))) > 𝜃(𝜃(𝑡))من أجل 0 > 𝑇نجدننا إ, ف 𝑧(𝜃(𝑡)) ≥ 𝑥(𝜃(𝑡))  نجد أن  همن, و
𝑧(𝑡) = √𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥𝛾(𝜃(𝑡))

𝛾
≤ √𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑧𝛾(𝜃(𝑡))

𝛾 وبما أن ,𝑧′(𝑡) > فإن  , 0
𝑧(𝜃(𝑡)) ≤ 𝑧(𝑡) نحصل على المتراجحة, ومنه𝑧(𝑡) ≤ √𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑧𝛾(𝑡)

𝛾 وبالتالي يكون لدينا ,
𝑥𝛾(𝑡) ≥ (1 − 𝑎(𝑡))𝑧𝛾(𝑡) ومنه ,𝑥𝛾(𝜏(𝑡)) ≥ [1 − 𝑎(𝜏(𝑡))] 𝑧𝛾(𝜏(𝑡)). 

 :4تمهيدية 
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𝑥(𝑡)من أجل  ∈ 𝐶2]𝑇, 𝑟′(𝑡) و الشروط الآتية محققة  , (3)حل موجب تماماً للمعادلة   ]∞+ >

𝑡من أجل    0 ∈]𝑇,+∞[ ,∫
1

𝑟(𝑡)

+∞
𝑑𝑡 = +∞ ,∫ 𝑐(𝑡)[1 − 𝑎(𝜏(𝑡))]

𝑝−1
(𝜏(𝑡))𝛾𝑝−𝛾𝑑𝑡

∞

𝑇
=

𝑧(𝜏(𝑡)) عندئذ تتحقق المتراجحة, ∞

𝑧(𝑡)
≥

𝜏(𝑡)

𝑡
𝑧(𝑡) حيث   = √𝑥𝛾(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑥𝛾(𝜃(𝑡))

𝛾
> 0. 

 برهان:
ن 𝑧′(𝑡)يحقق   𝑧(𝑡)نجد أن  2.2التمهيدية  حسب, (3)تماماً للمعادلة  اً موجب حلاً   𝑥(𝑡)ليك >

𝑧(𝑡) و0 > 𝑧′′(𝑡)و  0 < 𝑡من أجل   0 > 𝑇 ,ن 𝑧′(𝑡)𝑡سنبرهن الآن أ − 𝑧(𝑡) ≤ 𝑡من أجل   0 > 𝑇 
 .بطريقة نقض الفرض

ن لنفرض 𝑧′(𝑡)𝑡أ − 𝑧(𝑡) > ), أي أن 0
𝑧(𝑡)

𝑡
)
′

> 𝑧(𝑡)ومنه فإن  , 0

𝑡
 فهو متزايد تماماً, وبالتالي  

𝑧(𝑡)أن يحقق > 𝑘𝑡   حيث أن𝑘 =
𝑧(𝑇)

𝑇
𝑡وذلك من أجل   > 𝑇: ومنه يتحقق الآتي , 

 𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡) = 𝑟(𝑇)𝑧′(𝑇) − ∫ 𝑐(𝑠)
𝑡

𝑇

(𝑥(𝜏(𝑠)))
𝑝−1

(𝑟(𝑠)𝑧′(𝑠))
𝑝−2 𝑑𝑠 ≤                                               

𝑟(𝑇)𝑧′(𝑇) − ∫ 𝑐(𝑠)
𝑡

𝑇

([1−𝑎(𝜏(𝑠))] 𝑧𝛾(𝜏(𝑠))
𝑝−1

(𝑟(𝑠)𝑧′(𝑠))
𝑝−2 𝑑𝑠 ≤                                     

𝑟(𝑇)𝑧′(𝑇) −
1

(𝑟(𝑇)𝑧′(𝑇))
𝑝−2 ∫ 𝑐(𝑠)

𝑡

𝑇
([1 − 𝑎(𝜏(𝑠))] (𝑘(𝜏(𝑠))

𝛾
)
𝑝−1

𝑑𝑠          

ن قيم  𝑡أخذ توعندما  𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)كبيرة فإ < )وهذا تناقض, ومنه فإن , 0
𝑧(𝑡)

𝑡
)
′

≤ ينتج  , وبالتالي0
𝑧(𝜏(𝑡))لدينا أن

𝑧(𝑡)
≥

𝜏(𝑡)

𝑡
. 

 :1مبرهنة 
∫لتكن لدينا 

1

𝑟(𝑡)

+∞
𝑑𝑡 = +∞ ,∫ 𝑐(𝑡)[1 − 𝑎(𝜏(𝑡))]

𝑝−1
(𝜏(𝑡))𝛾𝑝−𝛾𝑑𝑡

∞

𝑇
= ∞ ,

𝑟′(𝑡) > 𝑡من أجل   0 ∈]𝑇,+∞[  المعادلة الآتية :شروط محققة في 

[𝑟(𝑡)𝑥′(𝑡)]′ + 𝑐(𝑡) (√1 − 𝑎(𝜏(𝑡))
𝛾

)

𝑝−1

(
𝜏(𝑡)

𝑡
)
𝑝−1

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑟(𝑡)𝑥′(𝑡)) = 0         

(6)   
 متذبذبة. (3)متذبذبة, فإن المعادلة  (6)عندئذٍ إذا كانت المعادلة 

 برهان:
غير متذبذبة, عندئذٍ   (3)المعادلة  متذبذبة, وأن  (6)المعادلة  لنفرض أن .نقض الفرضطريقة  سنستخدم

𝑥(𝑡)بحيث يحقق أن  (3)حل للمعادلة   𝑥(𝑡)يوجد  > 𝑡من أجل    0 > 𝑇 . (3)للمعادلة  لنأخذ تحويل ريكاتي 
𝑢(𝑡)أن حيث =

𝑟(𝑡)𝑧′(𝑡)

𝑧(𝑡)
𝑣(𝑡)أنو   = 𝑔(𝑢(𝑡)) ,لدينا 1حسب التمهيدية ف: 

 𝑣′(𝑡) + 𝑐(𝑡)(
𝑥(𝜏(𝑡))

𝑧(𝑡)
)𝑝−1 +

𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
= 0            (7)                            

 [2]فهو يعطى بالعلاقة الآتية: (6)للمعادلة  أما تحويل ريكاتي

𝑤′(𝑡) + 𝑐(𝑡) (√1 − 𝑎(𝜏(𝑡))
𝛾

)

𝑝−1

(
𝜏(𝑡)

𝑡
)
𝑝−1

+
𝐻(𝑤)

𝑟(𝑡)
= 0                 (8)           

 ينتج لدينا: (8)في المعادلة  (7)حل المعادلة  𝑣(𝑡)لدى تعويض , و 4التمهيدية  و 3التمهيدية حسب و 
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𝑣′(𝑡) + 𝑐(𝑡) (√1 − 𝑎(𝜏(𝑡))
𝛾

)

𝑝−1

(
𝜏(𝑡)

𝑡
)
𝑝−1

+

𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
≤                                                          𝑣′(𝑡) + 𝑐(𝑡) (√1 − 𝑎(𝜏(𝑡))

𝛾

)

𝑝−1

(
𝑧(𝜏(𝑡))

𝑧(𝑡)
)
𝑝−1

+

𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
≤                                

𝑣′(𝑡) + 𝑐(𝑡) (
𝑥(𝜏(𝑡))

𝑧(𝑡)
)
𝑝−1

+
𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
              

𝑣′(𝑡) يكون  1وحسب التمهيدية  + 𝑐(𝑡) (
𝑥(𝜏(𝑡))

𝑧(𝑡)
)
𝑝−1

+
𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
=  وبالتالي ينتج لدينا الآتي: 0

𝑣′(𝑡) + 𝑐(𝑡) (1 − 𝑎(𝜏(𝑡)))
𝑝−1

(
𝜏(𝑡)

𝑡
)
𝑝−1

+
𝐻(𝑣)

𝑟(𝑡)
≤ 0                       

 , وهذا تناقض.1غير متذبذبة حسب الموضوعة  (6)وبالتالي المعادلة  
 الاستنتاجات والتوصيات

وهي معادلة تفاضلية نصف خطية معممة من المرتبة الثانية,  (3)درسنا في هذه الأوراق تذبذب المعادلة 
وهي معادلة تفاضلية نصف خطية  (6), حيث تمت مقارنتها بالمعادلة وآخر محايداً  حيث أنها تحوي حداً متأخراً 

نوصي بدراسة تذبذب المعادلة التفاضلية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية , معممة من المرتبة الثانية
 ذات الحد الأعظمي.
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