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 □ملخّص  □
نقجّم في ىحا العسل شخيقةً عجديةً مصػرة لحل السعادلات التفاضمية العذػائية ذات البُعج الػاحج، تعتسج عمى  

يعتسج عمى خصػة الدمغ، وتيجف الصخيقة إلى ( )θ تصػيخ شخيقة ميمدتيغ مغ خلال إدخال معامل ترحيح تكيُّفي 
 خجام خصػات زمشية متػسصة إلى كبيخة.تحقيق تػازنٍ بيغ الجقة العجدية والاستقخار، خاصة عشج است

قسشا بجراسة الخرائز العجدية لمصخيقة السصػرة، مثل الاستقخار والاتداق والتقارب القػي والتقارب الزعيف. 
وقج تع اختبار فعالية الصخيقة السصػرة بتصبيقيا عمى مدائل اختبار خصية وغيخ خصية، وأُجخيت مقارنة عجدية بيغ 

كػتا. نُفّحت التجارب باستخجام لغة البخمجة -مارياما وميمدتيغ و رانج -شخائق أويمخالصخيقة السصػرة و 
Mathematicaكػتا مغ -مارياما وميمدتيغ و رانج-، وأضيخت الشتائج أن الصخيقة السصػرة تفػّقت عمى شخائق أويمخ

 حيث الجقة والاستقخار.
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□ ABSTRACT □ 

 
In this work, we present a developed numerical method for solving one-

dimensional stochastic differential equations. The method is based on a modification 

of the Milstein scheme through the introduction of an adaptive correction coefficient 

θ( ) that depends on the time step, aiming to achieve a balance between numerical 

accuracy and stability, particularly when using medium to large time steps. 
We studied the numerical properties of the developed  method, including 

stability, consistency, strong convergence, and weak convergence. The effectiveness 

of the developed method was tested on both linear and nonlinear benchmark 

problems, and a numerical comparison was conducted with the Euler–Maruyama, 

Milstein, and Runge–Kutta methods.The experiments were implemented using 

Mathematica programming language, and the results demonstrated that the 

developed method outperformed the Euler–Maruyama, Milstein, and Runge–Kutta 

methods in terms of accuracy and stability. 
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 السقدمة : 
تُعجّ السعادلات التفاضمية العذػائية مغ أىع الأدوات الخياضية الحجيثة في نسحجة الأنطسة الجيشاميكية التي تتأثخ 

ة أو بزػضاء عذػائية. وتُدتخجم ىحه السعادلات عمى نصاق واسع في العجيج مغ السجالات بعػامل غيخ حتسي
التصبيقية، فسثلًا في السجال الاقترادي في نسحجة تصػر أسعار الأسيع وأسػاق الأوراق السالية، وعمع الأحياء لػصف 

ل الأنطسة العذػائية، فزلًا عغ تصبيقاتيا في انتذار الأوبئة، والفيدياء في نسحجة الحخكة البخاونية، واليشجسة في تحمي
 دراسة الطػاىخ السشاخية وعمع الأعراب.

ونطخاً لأن معطع السعادلات التفاضمية العذػائية لا تستمظ حمػلًا تحميمية، فإن الحمػل العجدية تُعجّ الخيار 
يقة لدمػك الحمػل. وتتعجد الصخق العجدية الأساسي لمتعامل مع ىحه الشساذج، إذ تُشتج الصخق العجدية تقخيبات فعّالة ودق

السدتخجمة لحل ىحه السعادلات، ويتع اختيار الأندب مشيا وفقاً لصبيعة الشسػذج السجروس، والجقة السصمػبة، وسخعة 
الحداب. وليحا الدبب، يُعجّ تحميل ىحه الصخق وتصػيخىا مغ السػضػعات البحثية الشذصة في الخياضيات التصبيقية 

 الحجيثة.والعمػم 
دراسةً مشيجية لتقارب  Gisiro Maruyama، قجّم 1955 وقج شيج ىحا السجال تصػراً تاريخياً ميساً، ففي عام 

 .Grigori N قجمّ  1974(، وفي عام Maruyama,1955التقخيبات العجدية لمسعادلات التفاضمية العذػائية)

Milstein الباب أمام تصػيخ شخائق عجدية أكثخ دقة وتعقيجاً. ، فاتحاً [14]أول شخيقة عجدية دقيقة مغ مختبة أعمى 
دراسةً شاممة  Higham، قجّم  2001وخلال العقجيغ الأخيخيغ، تعسّق البحث في ىحه الصخق. ففي عام  

 Runge–Kuttaشخائق  2008في  Wang[. ثع ناقر 8مارياما وميمدتيغ ]–لمتقارب الزعيف والقػي لصخيقتي أويمخ
مارياما لتقجيع –و آخخون شخيقة أويمخ Amini، استخجم 2011[. وفي 16لسختبة الأولى ]وحرل عمى حمػل مغ ا

كتاباً تصبيقياً قجّما فيو دراسة شاممة لسحاكاة السعادلات  Solinو Särkkä، نذخ 2019[. ثع في 1حمػل محدّشة ]
شخيقة ميمدتيغ  Anjali Maria Dhanpal، درست 2021[. وفي عام 15التفاضمية العذػائية وأساليبيا العجدية ]

[. وفي الدشػات الأخيخة، تدايج التخكيد عمى تصػيخ ىحه 5لمسعادلات ذات البُعج الػاحج، وحمّمت تقاربيا القػي والزعيف ]
وآخخون شخيقة محدّشة لسيمدتيغ لمسعادلات ذات ضجيج مذتخك  Biswas، قجّم 2022الصخيقة وتحديشيا. ففي 

أداء شخيقة  Lingو Gerencsér   ،Lampl، درس 2025[. وأخيخاً، في 3غيخ قابمة لمتفاضل ] ومعاملات انجخاف
ميمدتيغ في حالة معاملات انجخاف ذات انتطام ضعيف ، وأضيخوا  إمكانية تحقيق تقارب عجدي حتى في ضل شخوط 

 [.7انتطام ضعيفة ]
  :البحث أهسية

الة في حل السعادلات التفاضمية العذػائية، حيث تحقق تػازناً بيغ تُعج شخيقة ميمدتيغ مغ الصخق الكلاسيكية الفعّ 
.  [10]الجقة العجدية والتكمفة الحدابية وسخعة التقارب، مسا يجعميا مفزّمة مغ الشاحية الشطخية في العجيج مغ التصبيقات

ياً، مسا قج يؤدي إلى انخفاض ومع ذلظ، قج يتخاجع الأداء العجدي لصخيقة ميمدتيغ عشج استخجام خصػات زمشية كبيخة ندب
في الجقة أو فقجان الاستقخار العجدي. ومغ ىشا تبخز أىسية ىحا البحث، الحي ييجف إلى اقتخاح تعجيل عمى الصخيقة 
الكلاسيكية لتحقيق تػازن أفزل بيغ الجقة العجدية والاستقخار ، دون إضافة أي تعقيج رياضي أو حدابي ممحػظ. حيث 

عمى إدخال معامل تكيّفي يعتسج عمى حجع الخصػة الدمشية، مسا يدسح لمصخيقة بالتكيف مع يعتسج ىحا التعجيل 
خرائز الشسػذج السُعالَج، ويعدز كفاءتيا وفاعميتيا في مختمف البيئات العجدية. ويُعجّ ىحا التصػيخ إسياماً ميساً في 

 لحفاظ عمى بداشة الخػارزمية وفعالية التصبيق.تحديغ أداء الصخق العجدية لحل السعادلات التفاضمية العذػائية، مع ا
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  :ومهاده البحث طرائق
يعتسج ىحا البحث عمى دمج الأدوات الشطخية والتصبيقية في دراسة السعادلات التفاضمية العذػائية، حيث 
يدتشج إشارىا الشطخي إلى مفاىيع أساسية مغ التحميل العجدي والخياضي، مع التخكيد بذكل خاص عمى نطخية 

ة مغ الإحراء الخياضي، ولا سيسا تمظ السعادلات التفاضمية العذػائية. و يُػضِّف البحث أيزاً مفاىيع أساسي
الستعمقة بعسمية ويشخ، بيجف نسحجة الطػاىخ غيخ الحتسية بجقة. ونطخاً لرعػبة الحرػل عمى حمػل تحميمية 
ليحه الفئة مغ السعادلات في معطع التصبيقات العسمية، تع تصػيخ خػارزميات عجدية متخررة وتشفيحىا 

ستقجمة، مسا يدسح بحداب الحمػل عجدياً وتحميل خرائريا. تع إجخاء ىحا باستخجام لغات البخمجة العمسية ال
و كانػن أول  2025جامعة شخشػس في الفتخة الػاقعة بيغ نيدان  -كمية العمػم  -البحث في قدع الخياضيات

 . 2025عام 
 مفاهيم وتعريفات أساسية:

      :العذػائية التفاضمية بالسعادلاتالستعمقة  السفاىيع والتعاريف الأساسية نبجأ بعخض بعس
ىي  :stochastic differential equation) [4 ])(: السعادلة التفاضلية العذهائية 1تعريف )

معادلة تفاضمية تتزسغ عسميات عذػائية ،حيث يكػن فييا واحج أو أكثخ مغ الستحػلات عذػائي وتعصى 
 السعادلة التفاضمية العذػائية مغ البعج الأول وفق صيغة إيتػ بالذكل:

  ( )   ( ( )   )     ( ( )  )  ( )                ( )                                   
(  ) و          0 و                                                 -     ,   حيث            

( و ىي تسثّل معجل الشسػ قريخ الأمج. أما  Drift Coefficientمعامل الانجخاف) تُدسّى الجالة 
ي قريخ الأمج. ( وىي تسثل مقجار التغيّخ العذػائ  Diffusion Coefficientفيي معامل الانتذار)  الجالة 

 حل تسثّل عذػائية عسمية فييℝ →[𝑇,0]:( )  بيشسا ، (Wiener Process) ويشخ فتسثل عسمية ( )   أما

 . (1) العذػائية السعادلة التفاضمية
 فزاء عمى العذػائية الستغيخات مغ مجسػعة ىي [ :11]    +( ) * العذهائية (: العسلية2) تعريف

 وعشجئحٍ :   الدمغ مع والسختبصة (𝛺,𝐹,𝛲)معصى احتسالي
 (𝛺,𝐹,𝛲) الاحتسالي الفزاء عمى ومعخفة لمقياس قابمة (  ; )  →   الجالة تكػن  0    كل لأجل •

. 
  .العسمية مدار أو العيشة مدار (  ; )  →  الجالة تدسى 𝛺    كل لأجل •

 متغيخ بأنيا [  ,0] السجال في القياسيةWiener Process [8] ويشر عسلية ( : تعرّف3تعريف )

 ( )  عذػائي
 : التالية الخرائز ويحقق ، [  , 0]   كل أجل مغ الدمغ، مع مدتسخ
 يداوي  mean بستػسط شبيعي تػزيع( )  العذػائي الستغيخ تػزيع يكػن    كل أجل مغ( : 1) خاصة

 . يداوي   Variance وتبايغ الرفخ
 .الػاحج يداوي  باحتسال 0=(0)  إن( : 2خاصة )
(  )  الفخق  فإن ،           كل أجل مغ  (:3خاصة)  متغيخاً عذػائياً  يكػن  (  )  

 شبيعياً  مػزعاً 
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(  )  نكتب أن يكافئ وىحا ،      وتبايغ صفخ بستػسط  حيث (   )      √ (  )  

𝑁(0,1) السعياري  الصبيعي لمتػزيع يخزع عذػائي لستغيخ يخمد. 
(  )  الفخقيغ فإن ، 𝑇               كل أجل مغ (:4) خاصة   (  ) 

(  )  و  .مدتقميغ عذػائييغ متغيخيغ يكػنان (  )  
 مدتسخة. بسدارات ( )  ويشخ عسمية تسثيل يسكغ( : 5) خاصة

التكامل مغ يجعى : White noise and Itô integral) [6]ه )( : الزجة البيزاء وتكامل إيت4تعريف )
∫الذكل  (   ( ))  ( )

 

 
بتكامل إيتػ ويسكغ إيجاد ىحا التكامل بأخح التجدئة السشتطسة                                                        

وىػ مجال حل الجالة التي نخيج إيجاد تكامميا وفق صيغة  [c‚d]لمسجال                     
∫ويعصى تكامل ريسان كشياية مغ الذكل :  إيتػ  ( )         ∑  (  ̅)  

 
   

 

 
 

       ̅                                 و         
∫   وبذكل مذابو فإن تكامل إيتػ ىػ الشياية:  ( )  ( )         ∑  (    )   

 
      

 

 
 

(  )     حيث   ̅  ىي خصػة عسمية ويشخ لمتكامل ، والخلاف الأساسي ىػ أن الشقصة  (    )  
نقصة       ( بيشسا في تكامل إيتػ يكػن السصمػب  (        في تكامل ريسان يسكغ اختيارىا كأي نقصة في السجال

عسميتان عذػائيتان فلا تػجج قابمية تقميجية للاشتقاق و يعبّخ عغ تكامل     و( ) الصخف الأيدخ لمسجال. و بسا أن 
  ( )   ( )     إيتػ بالذكل التفاضمي كالآتي:          

 .White Noiseبالزجة البيزاء   ( ) لعسمية ويشخ d (t) يدسى التفاضل 
  : الخصأ السػضعي ىػ متتالية الستغيخات العذػائية Local Error [10](: الخطأ السهضعي5تعريف )

   | (    )   (    )|             𝑁       (  )  حيث (  )  
يقيذ الفخق بيغ الحل العجدي والحل الجقيق ) التحميمي ( في مجال زمشي جدئي شػلو خصػة واحجة مغ السجال 

 .الكمي 
 الخصأ الكمي ىػ متتالية الستغيخات العذػائية :  [[Global Error 17الخطأ الكلي  :(6)تعريف 

   | (  )    |             𝑁 
 الستخاكع بيغ الحل العجدي التقخيبي والحل الجقيق ) التحميمي ( عمى كامل نصاق الحل . يقيذ الفخق 

 طرائق عددية أساسية :  1-
( باستخجام تجدئة مشتطسة لسجال الحل 1)عادلات التفاضمية العذػائية  قجمت محاكاة عجدية لحل مدألة الع

[0, 𝑇:كالآتي  ]    *                       𝑇+ 
  

 

 
 .شػل الخصػة   حيث       و                 و               و   

 :Euler-Maruyama [4] مارياما -طريقة أويلر
( وبفخض أن الصخيقة العجدية تشتج متتالية الحل 1العذػائية )نػضح الصخيقة بتصبيقيا عمى السعادلة التفاضمية 

وبعج الحرػل عمى   (  )    (  )    (   )  (   ) كسحاكاة لمحل الجقيق                   العجدي
                 𝑁  وبالتالي يتحجد مدار واحج لعسمية ويشخ عشجئحِ يسكغ تقخيب السؤثخ التفاضمي باستخجام

 :                                                                                                               السؤثخ الفخقي
  (  )   (    )   (  ) 
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لمحل     مغ أجل القيع الستقصعة    الجوال    و وحداب (1)السعادلة  بتعػيس ىحا التقخيب في
 ( كالآتي: 1مارياما التكخارية لإيجاد الحل العجدي لمسعادلة ) –مخ ينحرل عمى صيغة أو 

         (     )   (     )                                        ( ) 
(  ) حيث                    𝑁                 

 (    )   (  )   𝑁 (   )                 
 =Pمارياما بجرجة قػية  –مخ يتتقارب شخيقة  أو 

 

 
 .    وبجرجة ضعيفة  

 : Milstein Method [4]  طريقة ميلدتين
والتي تعصي بالعلاقة    (1)بأسمػب مذابو نػضح الصخيقة بتصبيقيا عمى السعادلة التفاضمية العذػائية 

 :التكخارية 
     

     (     )    (     )    

                                                
 

 
 (     )  (     ),(   )

   -                  ( )            
         (    )   (  ) 𝑁(   )        (  )             ‚ ‚ ‚𝑁      حيث      

 .      وبجرجة ضعيفة  p=1تتقارب شخيقة ميمدتيغ بجرجة قػية 
 Runge - kutta Method  [ :2 ] کهتا  -طريقة رانج  

كػتا مغ الختبة الأولى القػية بتصبيقيا بشفذ الاسمػب عمى السعادلة التفاضمية  -تعصى شخيقة رانج 
 ( بالعلاقة التكخارية :1العذػائية )

         (     )   (     )Δ   
 

 
[ (    (     )√    )  

 (     )],(   )
   - √                                                               ( )   

𝑁        حيث:                
         (    )   (  ) 𝑁(   )        (  )     

 .    وبجرجة ضعيفة  P=1كػتا بجرجة قػية  - تتقارب شخيقة رانج
 

 الشتائج و السشاقذة -2
 صياغة طريقة عددية لحل السعادلات التفاضلية العذهائية:  -2-1

( 1نػضح الصخيقة السصػرة بأسمػب مذابو لصخيقة ميمدتيغ  بتصبيقيا عمى السعادلة التفاضمية العذػائية )
 الآتية:حيث تعصى الصخيقة بالعلاقة التكخارية 

         (     )   (     )Δ  

 
 

 
 ( ) (     )  (     ),(   )

   -             ( ) 
𝑁        حيث:            

         (    )   (  ) 𝑁(   )       (  )          
عمى الشحػ التالي:   ( )θمػجػدة و مدتسخة. ويتع تعخيف معامل الترحيح    عمى افتخاض
  ( )  

 

  √ 
                     

لزبط الحج الترحيحي في الصخيقة بسا يتشاسب مع حجع  ( )   تع اختيار معامل الترحيح التكيفي
. تحافع ىحه الرياغة عمى الجقة عشج الخصػات الدمشية الرغيخة، بيشسا تديج الاستقخار عشج  خصػة الدمغ 
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الخصػات الستػسصة والكبيخة عغ شخيق تخفيف تأثيخ الحج العذػائي الترحيحي في ميمدتيغ. يُلاحع أن ىحه الصخيقة 
( )θفإن    0 → تتزسغ شخيقة ميمدتيغ كحالة خاصة، حيث أنو عشجما  ، مسا يعيج الرياغة إلى ميمدتيغ   

 التقميجية.
ة السصػرة مثل الاستقخار والاتداق والتقارب القػي والتقارب نقػم الآن بجراسة الخرائز العجدية الأساسية لمصخيق

 الزعيف.
 Stability of the developed Method :استقرار الطريقة السطهرة  2-2 

 [9]لجراسة الاستقخار العجدي لمصخيقة السصػرة نصبقيا عمى مدألة الاختبار الشسػذجية الآتية 
  (6                 )  ( )    ( )     ( )  ( ) 

  :   =(0)              التي تخزع لمذخط الابتجائي
 ثابتان حقيقيان ومغ الػاضح في نسػذج الاختبار أن:     و  حيث إن 

 ( ( )  )      ( )         ( ( )  )      ( )  
( ) الحل التحميمي:    (6)يستمظ الشسػذج    ( )   (.  

 

 
  /     ( ))        

 ، والحل الحقيقي ليحه السعادلة يكػن مدتقخا في الستػسط التخبيعي إذا تحقق الذخط :1=(0)   بقيسة ابتجائية 
                    (7)                           0             

 نصبق الصخيقة السصػرة عمى مدألة الاختبار:
         (       )   (      )Δ   

 

 
 ( ) (     )  (      ),(   )

  

 -                                                                                                                                                             
              (     )  (     ) =                   (     ) =    μ  حيث                       

                    
 

 
 ( )(   )  ,(   )

   بالتالي            -   
 عامل مذتخك:    بإخخاج 

       ,          
 

 
 ( )  ,(   )

   - - 
|    |, نخبع ونحدب التػقع 

 فشجج: - 

|    |
  |  |

 |          
 

 
 ( )  ,(   )

   -|
 

 

 ,|    |
 -   ,|  |

 - ,|          
 

 
 ( )  ,(   )

   -|
 

- 

 (       )     ,|          
 

 
θ( )  ,(   )

   -| - 

 (       )     ,(    )  (    )
  (

 

 
θ( )  ,(   )

   -)   

 (    )(    )   (    ) (
 

 
 ( )  ,(   )

   -)

  (    ) (
 

 
 ( )  ,(   )

   -)- 
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-   , ومغ خرائز عسمية ويشخ:    =3   ,  ,(   )
 -=       ,(   )

 - ، 
   2 =  ,(   )

   (   )
     -=   ,((   )

 وبعج الحداب يشتج لجيشا:   .- (   
 ( )  (    )      

 

 
θ( )   (   )                 

 ( )             
 

 
 ( )                ( ) 

 إذا كان:    ،     و  لأجل  (stable: نقهل عن طريقة عددية أنها مدتقرة ) ] 16 [(7تعريف)
     دالة الاستقخار لمصخيقة العجدية و ̅ ، حيث تجعى       )̅ =)     (         )  

(      ) يسثل متغيخ عذػائي يخزع لمتػزيع الصبيعي.  إذا الصخيقة مدتقخة عشجما يتحقق الذخط      
      (    )أي                 

 

 
θ( )          

يسكششا رسع       μفي تحجيج مشصقة الاستقخار لمصخيقة السصػرة ، بأخح   ندتخجم دالة الاستقخار 
ىػ  و يكػن استقخار السدألة الشسػذجية       و          حيث       oفي السدتػى  مشصقة الاستقخار

   :  
 

 
     

( ) وشخط استقخار الصخيقة السصػرة ىػ :                    
 

 
       

          أي:    
 

 
               ( )                                     

 حيث: ( ) نخمد لسشصقة الاستقخار في الستػسط التخبيعي لمصخيقة السصػرة بـ 
 ( )  *(    )ϵ         محققة و ( )+ 

          إذاً دالة استقخار الصخيقة السصػرة تعصى بالذكل : 
 

 
      =   

( )θو في شخيقة ميمدتيغ الكلاسيكية يكػن   ، بالتالي تربح دالة الاستقخار :   
         

    
 

 
   

          نحدب الفخق :         
 

 
     -              

  

  
 

 
     

      
 

 
   

 

 
     

 

 
  (   ( ) ) 

( ) يكػن      بسا أن لكل  ، نحرل          وبسا أن     ( ) -1فإن    
 عمى:

      أي         
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سشػضح تػسع مشصقة الاستقخار لمصخيقة السصػرة عشجما   وقيع مختمفة لـ (7) تحقق الذخط      λ و بأخح قيع 
( حيث السشصقة السطممة بالمػن الأزرق الغامق ىي مشصقة استقخار (1متػسصة أو كبيخة كسا في الذكل   تكػن قيع 

 شخيقة ميمدتيغ والسشصقة السطممة بالمػن الأزرق الفاتح ىي مشصقة استقخار الصخيقة السصػرة.
 ومشطقة استقرار الطريقة السطهرة مقارنة بين مشطقة استقرار طريقة ميلدتين (1)الذكل 

 إن مشصقة استقخار الصخيقة السصػرة أوسع مغ مشصقة استقخار شخيقة ميمدتيغ.     : (1)نتيجة
 consistency of the developed methodاتداق الطريقة السطهرة : 2-3-

{ حيث                       العجدي }: يقال عغ شخيقة عجدية تشتج متتالية الحل consistent [17]( الاتداق  8تعريف )
=0,1…,N      إذا تحققت الستخاجحة الآتية :  أنيا متدقة بستػسط السخبعات مغ السختبة 

   
     

(  ,|  |
 -)

 
                                 

 .يسثل التػقع الخياضي   و    ثابت مػجب مدتقل عغ شػل الخصػة  cالخصأ السقتصع السػضعي ،    حيث
 لتكغ لجيشا السعادلة التفاضمية العذػائية السعصاة وفق صيغة إيتػ:

  ( )   ( ( )  )      ( ( )  )  ( )                                          (  ) 
( )     -𝑇  ,    و ( ) بحيث أن:  تحققان الذخوط   و    تسثل عسمية ويشخ القياسية والجالتان    

 التالية :
 بحيث يتحقق:   يػجج ثابت مػجب  [10]شخط ليبذتد  الذرط الأول:

| (   )   (   )|  | (   )   (   )|   |   |                 ,  𝑇-   (  ) 
 بحيث يتحقق:   يػجج ثابت مػجب   [10] الذرط الثاني :
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| (   )|  | (   )|    (  | |)               ,  𝑇-         (  ) 

  السذتقة الجدئية  الذرط الثالث:

  
 مػجػدة والجالة     

 (   )    (   )
  

  
 𝑇-      (13)  ,  تحقق شخط ليبذتد ومحجودة عمى  (   ) 

(    )        خصػة الدمغ    𝑇 𝑁     ولتكغ    و              و(  )  
 السقتخحة بالريغة: تعصى الصخيقة العجدية

14 )                   )                               
 

 
 ( )   ̀ ,(   )

   - 
  ̀      حيث 

  

  
(     )      (     )        (     )                                      

( )θ    ومعامل الترحيح يعخف كسا يمي:  
 

  √ 
                           

δبالذكل التالي:      nنعخف الخصأ السقتصع السػضعي عشج الخصػة 
 
  (    )       

 تايمػ حتى الختبة الثانية  يكتب الحل الحقيقي بالذكل:-باستخجام تػسيع إيتػ
 (    )   (  )                   ̀,(   )

   -               (  ) 
|  |, )يحقق:       حيث الباقي  

 -     
 . hمدتقل عغ      لثابت      

 بالسقارنة مع الصخيقة العجدية السصػرة نحرل عمى:
      (   ( ))     ̀, (   )

   -      
 نجج أن:  | |   | |    |   |باستخجام متخاجحة السثمث 

 ,|  |
 -    ,|   (   ( ))     ̀,(   )

   -| -    ,|  |
 - 

|̀  |بحيث أن:       و مغ الذخوط السفخوضة يػجج ثابت  |  |     و              
(( )   )كسا أن   

√ 

  √ 
 √  

-   , مغ خرائز عسمية ويشخ: و    =3   ,  ,(   )
 -=       ,(   )

 - ، 
=2      ,(   )

   (   )
     -=   ,((   )

 نجج أن:- (   
 ,|  |

 -   
 

 
           

       
 . و بأخح الجحر التخبيعي لمصخفيغ نحرل عمى:   مدتقل عغ         حيث 

( ,|  |
 -)

 
    √          

)        ومشو         ,|  |
 -)

 

                                   
  3/2فتكػن الصخيقة العجدية السصػرة متدقة محمياً بستػسط السخبعات مغ الختبة          

 ,| | -  𝑁   ,|  |
 -  𝑇    (  )   (  )  

(- | |, بأخح الجحر التخبيعي نحرل عمى :         
 

(  و مشو ( )   
        ( ,| |

 -)
 

   ( )  
 (: إن الصخيقة السصػرة متدقة كمياً  مغ الختبة الأولى. (2نتيجة         

 strong convergence of the developed           التقارب القهي للطريقة السطهرة  -2-4

method  ( التقارب القهي 9تعريف : ) [12] strong convergence: 
    تػسط السخبعات مغ السختبة عشج حداب عجة مدارات لمحل العجدي، يعصى معيار التقارب القػي بس

)         لصخيقة عجدية كالآتي:  ,|  |
 -)
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   (  )و بفخض أن  (13)و  (12)،  (11)تحقق الذخوط الثلاث السحكػرة سابقاً   (10)وباعتبار أن السعادلة 
(  )     فإنشا نعخف خصأ التقخيب بالذكل:             الحل الحقيقي عشج الدمغ        

 باستخجام تػسيع إيتػ تايمػر حتى الختبة الثانية يكتب الحل الحقيقي بالعلاقة :
            (    )   (  )                   ̀,(   )

   -     
̀      (  (  ) )        (   (  ) )   بحيث أن:   

  

  
( (  )   )                          

- | |, يحقق      والباقي    . مدتقل عغ       لثابت      
 بصخح الصخيقة العجدية  السصػرة مغ التػسع أعلاه نحرل عمى :

        , ( (  )   )   (     )-  , ( (  )   )   (     )-    
 

 
(   ( ))    ̀,(   )

   -  
 

 
 ( ),   ̀   (     ) ̀(     )-,(   )

   -  
وأخح القيسة الستػقعة لتخبيع معادلة الخصأ   | |   | |   |   |باستخجام متخاجحة السثمث 

εمغ أجل أي                            :  [10]واستخجام متخاجحة يػنغ      
|( )   |و خرائز التػقع  بالإضافة الى أن     

 

  √ 
 

√ 

  √ 
 √   

(   )),  (( )   )بالتالي:    
   ) -            

بحيث    مدتقل عغ         في متخاجحة يػنغ نحرل عمى ثابت     مدتقل عغ ԑمشاسب لـ   وباختيار
 أن:

 ,|    |
 -  (     ) ,|  |

       
  - |  |,       و     بتصبيق متخاجحة جخونػال الستقصعة عمى الستتالية 

∑       يربح لجيشا:   (     )
          

(     )
   

   
     (     )

    
    

         (     )           لأن      (      )وبسا أن:   
|  |,   فإن:   

 -     
               𝑁     لثابت     

    
)        بأخح الجحر التخبيعي لمصخفيغ نحرل عمى:   ,| (  )    |

 )
 

  √       

 إن الصخيقة السصػرة تتقارب بذكل قػي مغ الختبة الأولى.  :  (3)نتيجة 
  Weak convergence of the developed methodالتقارب الزعيف للطريقة السطهرة  2-5-

 : Weak order of convergence [15]: رتبة التقارب الزعيف (10) تعريف 
يحقق الستخاجحة   بحيث يػجج ثابت   تعخف الختبة الزعيفة لمتقارب لصخيقة عجدية عذػائية بأنيا أصغخ أس 

 التالية :
| , (  )-   , (  )-|    

 .    مغ أجل أي دالة    
ومغ أجل أي دالة  (13)و   (12)( ، 11تحقق الذخوط القياسية السحكػرة سابقاً)   (10)بسا أن السعادلة 

    
 ( ) 

     عشجئح فإن   -(  ) ,      (   ) نعخف الجالة
   (  ,  𝑇-) وىي تحل معادلة كػلسػغػروف

 العكدية 
              (  𝑇)   ( )                (  ) 

(   )    معصى بـ   حيث السعامل التفاضمي 
  

  
 
 

 
 (   ) 

   

   
 

-(          ) ,    بـ :      الخصػة ونعخف الخصأ الزعيف السػضعي عشج    (     ) 
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حتى الختبة الثانية وحداب التػقع الذخشي بإستخجام  (     )عشج  u وبإستخجام تػسيع إيتػ تايمػر لـ 
    خرائز 

 نحرل عمى:
     , (         )-    (      )     

|  |يحقق            حيث الباقي  فإن   (16)تحل  وبسا أن   مدتقل عغ   cلثابت      
 وبالتالي يشتج أن:            

|  |         مع                  و أن: (  )             

 , (  )   ( (  )-   , (    )-   , (    )-   ∑  ,  -
   

   
 

 نجج أن:                 (17)مغ  

| , (  )   ( (  )-|  ∑  ,|  |-
   

   
 𝑁     𝑇  

    أي يشتج أنو مغ أجل كل دالة اختبار 
𝑇    يػجج ثابت       ( )   بحيث يتحقق:     

| , (  )-   , (  )-|       
 : إن الصخيقة السصػرة تتقارب بزعف مغ الختبة الأولى. (4)نتيجة 
 الاختبارات العددية :  2-6

يتع اختبار فعالية الصخيقة السصػرة بتصبيقيا لحل عجة مدائل اختبار نسػذجية في السعادلات التفاضمية 
العذػائية خصية وغيخ خصية بيجف تػضيح فعالية الصخيقة مغ خلال مقارنتيا مع ثلاث شخائق مختمفة ىي: 

وتع    Rung-Kuttaكػتا  -وشخيقة رانج   Milistenوشخيقة ميمدتيغ  Euler-Maryamaمارياما  -أويمخ
 لإعجاد البخامج اللازمة. Mathematicaاستخجام لغة البخمجة 

 لشأخح السدألة الخصية الآتية: : [10]( 1مدألة )
                 

        ((  
 

 
  )      )  ليا الحل التحميمي/الجقيق.  

                               باستخجام القيع  [0,1]نحل السدألة عمى السجال 
 -مارياما و ميمدتيغ و رانج  -بالصخائق الأربعة: أويمخ       محاكاة وخصػة زمشية    M=100000مع

 كػتا القػية والصخيقة السصػرة. 
لكل شخيقة باستخجام  الخصػات  (MSE)( نتائج مقارنة متػسط الخصأ التخبيعي1نجرج الججول )

لكل مدار  MSEالسقارنة ىشا تعتسج عمى التقارب القػي حيث يتع حداب  .         حيث         
ونلاحع  .بالسقارنة مع الحل التحميمي لشفذ السدار. كسا تع استخجام نفذ السدارات العذػائية لمصخائق الأربعة

أصغخ كمسا تزاءل الخصأ وىحا يذيخ الى تقارب الحل العجدي . كسا يُلاحع أن قيع     انو كمسا كانت الخصػة 
(MSE) كػتا القػية متصابقتان عشج كل خصػة زمشية، وىحا يخجع إلى الصبيعة الخصية –لصخيقتي ميمدتيغ ورانج

( مقارنة 2لذكل )لمسدألة، حيث يؤدي ىحا الشػع مغ السعادلات إلى سمػك متذابو لكمتا الصخيقتيغ. نخسع في ا
(MSE)  كسا  ■و   الصخيقة السصػرة    □كػتا  -و  ميمدتيغ <  و رانج   ○مارياما  -لمصخائق : أويمخ.

نلاحع أن مشحشي الصخيقة السصػرة يقع تحت جسيع السشحشيات الأخخى مسا يذيخ الى تفػقيا في الجقة. كسا أن 
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. بالإضافة إلى ذلظ، الصخق الاخخى خاصة عشج الخصػات الكبيخةالصخيقة السصػرة تحافع عمى أدنى قيسة خصأ مقارنة ب
رة تطيخ 2في الججول ) ( تع إدراج تحميل إحرائي لقيع متػسط مخبع الخصأ لكل شخيقة، و نلاحع أن الصخيقة السصػَّ

قل أصغخ وسيط، وأصغخ انحخاف معياري، وأصغخ تبايغ مقارنة بالصخق الأخخى، مسا يجل عمى أن الخصأ ليذ فقط أ
 .في الستػسط، بل أيزاً أكثخ انتطاماً واستقخاراً عبخ جسيع الخصػات الدمشية

 للطرائق الأربعة باستخدام خطهات مختلفة  (MSE)مقارنة متهسط الخطأ التربيعي (1)الجدول 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 للطرائق الأربعة  (MSE)تحليل احرائي لقيم متهسط الخطأ التربيعي2) الجدول )

 للطرائق الأربعة (MSE)مقارنة  (2)الذكل 

 الصخيقة السصػرة كػتا-رانج  ميمدتيغ مارياما -أويمخ ℎ  الخصػةشػل
0.1 0.463833 0.117093 0.117093 0.0934024 

0.2 0.754495 0.388468 0.388468 0.302433 

0.3 1.07041 1.06733 1.06733 0.739235 

0.4 1.41672 1.76375 1.76375 1.20046 

0.5 2.26206 2.17023 2.17023 1.47418 

0.6 3.34457 3.04771 3.04771 1.99021 

0.7 2.1497 3.00122 3.00122 2.04705 

0.8 2.47798 3.38951 3.38951 2.21839 

0.9 2.8808 3.90084 3.90084 2.47195 

1.0 3.58031 4.45009 4.45009 2.86541 

 التذتت الػسيط الانحخاف السعياري  اسع الصخيقة
 1.16666 2.20588 1.8012 مارياما –أويمخ 

 2.18416 2.58572 1.47789 ميمدتيغ

 2.18416 2.58572 1.47789 كػتا –رانج 
 0.88114 1.73219 0.93869 الصخيقة السصػرة

  

أويلر

ميلستين

كوتا رانج

المطورة الطريقة

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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       لتكغ السدألة الثانية غيخ خصية : [10]:  (2)السدألة 
   (     )   

 (     )    
        (             )  ليا الحل التحميمي/الجقيق.           

محاكاة  M = 10000مع  a =1.0،       [ باستخجام القيع 0,1نحل السدألة عمى السجال ]
 وخصػة زمشية 

h = 0.1 كػتا القػية، والصخيقة السصػرة.-مارياما  ، ميمدتيغ، رانج-بالصخائق الأربعة: إويمخ 
لكل شخيقة باستخجام  الخصػات  (MSE)( نتائج مقارنة متػسط الخصأ التخبيعي3نجرج الججول )

لكل مدار  MSEالسقارنة ىشا تعتسج عمى التقارب القػي حيث يتع حداب  .         حيث         
ونلاحع  .ق الأربعةبالسقارنة مع الحل التحميمي لشفذ السدار. كسا تع استخجام نفذ السدارات العذػائية لمصخائ

أصغخ كمسا تزاءل الخصأ وىحا يذيخ الى تقارب الحل العجدي. نخسع في الذكل     انو كمسا كانت الخصػة 
 ■و الصخيقة السصػرة   □كػتا  -و  ميمدتيغ <  و رانج   ○مارياما  -لمصخائق : أويمخ  (MSE)( مقارنة 3)

.كسا نلاحع أن مشحشي الصخيقة السصػرة يقع تحت جسيع السشحشيات الأخخى مسا يذيخ الى تفػقيا في الجقة. كسا 
. بالإضافة أن الصخيقة السصػرة تحافع عمى أدنى قيسة خصأ مقارنة بالصخق الاخخى خاصة عشج الخصػات الكبيخة

مخبع الخصأ لكل شخيقة، و نلاحع أن الصخيقة ( تع إدراج تحميل إحرائي لقيع متػسط 4إلى ذلظ، في الججول )
رة تطيخ أصغخ وسيط، وأصغخ انحخاف معياري، وأصغخ تبايغ مقارنة بالصخق الأخخى، مسا يجل عمى أن  السصػَّ

في السعادلات  الخصأ ليذ فقط أقل في الستػسط، بل أيزاً أكثخ انتطاماً واستقخاراً عبخ جسيع الخصػات الدمشية
 غيخ الخصية أيزاً.

 ( للطرائق الأربعة باستخدام خطهات مختلفةMSE( مقارنة متهسط الخطأ التربيعي )3الجدول )

 
 
 
 
 
 
 
 

 الصخيقة السصػرة كػتا -رانج ميمدتيغ مارياما -أويمخ ℎ الخصػة شػل
0.1 0.0301577 0.0044619 0.00690166 0.00423302 

0.2 0.0418517 0.0143606 0.0247053 0.0113851 

0.3 0.0377444 0.0205814 0.0376977 0.0136483 

0.4 0.0341188 0.0230218 0.047626 0.0120652 

0.5 0.0479416 0.0383103 0.0763315 0.0191192 

0.6 0.0627848 0.0562093 0.11077 0.0293643 

0.7 0.030176 0.0248253 0.0678242 0.0107208 

0.8 0.039802 0.035828 0.0987479 0.0149523 

0.9 0.0508259 0.041169 0.115351 0.0193603 

1.0 0.06339 0.0485332 0.132403 0.02448 
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 للطرائق الأربعة  (MSE)تحليل احرائي لقيم متهسط الخطأ التربيعي4) الجدول )
 

 

 ( للطرائق الأربعةMSE( مقارنة )(3الذكل 
 

 الاستشتاجات والتهصيات:
العذػائية مغ البعج الػاحج، ومقارنتيا بالصخائق قسشا بتصػيخ واختبار شخيقة عجدية لحل السعادلات التفاضمية 

كػتا(. لتقييع فعالية ودقة الصخيقة السصػرة، تع دراسة كل مغ اتداق -مارياما، ميمدتيغ، رانج-العجدية الكلاسيكية )أويمخ
ة وغيخ الصخيقة، الاستقخار، التقارب القػي، والتقارب الزعيف، مع إجخاء اختبارات عجدية عمى مدائل نسػذجية خصي

 خصية مغ نفذ نسط السدألة السصخوحة. تذيخ الشتائج إلى ما يمي:
الصخيقة السصػرة تستمظ مشصقة استقخار أوسع مقارنة بصخيقة ميمدتيغ، مسا يعكذ تفػقيا العجدي ومخونتيا  -1 

 في التصبيقات.
عجدية عمى السجى القريخ الصخيقة السصػرة متدقة كمياً مغ الختبة الأولى، وىػ ما يزسغ صحة الشتائج ال -2 
 والصػيل.

 التقارب القػي لمصخيقة السصػرة مغ الختبة الأولى، مساثل لمصخائق الكلاسيكية الجقيقة. -3 

 التذتت الػسيط الانحخاف السعياري  اسع الصخيقة
 0.000148 0.04082 0.012168 مارياما –أويمخ 

 0.000257 0.03032 0.016034 ميمدتيغ

 0.001780 0.072077 0.042200 كػتا –رانج 

 0.0000534 0.014300 0.007312 الصخيقة السصػرة
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التقارب الزعيف لمصخيقة السصػرة مغ الختبة الأولى، مسا يؤكج مػثػقية الشتائج عشج دراسة  -4 
 الستػسصات العجدية.

لتصبيق الصخيقة السصػرة وتشفيح السقارنات العجدية، حيث  Mathematicaتع استخجام لغة البخمجة 
أضيخت الشتائج تفػق الصخيقة السصػرة عمى الصخائق الكلاسيكية مغ حيث الجقة والاستقخار، عشج حل السدائل 

 الخصية وغيخ الخصية عمى حج سػاء.

 التهصيات:

 أبعاد أعمى.استخجام الصخيقة السصػرة في حل معادلات تفاضمية عذػائية ذات 

 استخجام الصخيقة السصػرة في حل معادلات تفاضمية عذػائية مع مدارات عذػائية ذات تغيخ حاد.
تصػيخ شخائق ىجيشة إضافية تجسع بيغ ميدات الصخق الكلاسيكية والصخيقة السصػرة لتعديد الأداء 
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