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 ملخّص  

 
شروط طرفية ركبة المتعددة الطبقات بسماكات و دراسة بعض الأمثلة العملية للبلاطات الملتتناول هذه ا

مختلفة ضمن المجال اللاخطي الهندسي. تستخدم طريقة عناصر منتهية معدلة مبنية على الشكل التزايدي لمبدأ 
تزايدي ضمن خطوات الحل يؤدي إلى تحويل المسألة الانتقالات الوهمية بحيث يتم اتباع منهج تكراري 

قد طُور لهذا الغرض عنصر منتهي لخطية في خطوات صغيرة متعاقبة. و اللاخطية إلى سلسلة من المسائل ا
يضاف إلى الجزء و  ACMمعدل يستخدم توابع تقريبية مشابهة لتلك المستخدمة في العنصر المنتهي المعروف 

نس لمعالجة حالة تحميل العنصر بحيث تكون التوابع التقريبية بمجملها محققة المتجانس جزء آخر غير متجا
ي كود برمجي قد أُطرت هذه الخوارزميات فنسة على مستوى العنصر المنتهي. و للمعادلة التفاضلية غير المتجا

اكات دُرست على أساسه بعض الأمثلة للبلاطات المركبة المتعددة الطبقات ذات سمضمن بيئة الماتلاب و 
مع ما توصلت إليه تبين أن هناك تقارب كبير لنتائج مع أدبيات علمية معروفة و مختلفة. قُورنت اشروط طرفية و 

 سرعة في الحصول على قيم السهم.هذه الأدبيات و 
 بلاطات مركبة متعددة الطبقات, تحليل لا خطي, طريقة عناصر منتهية معدلة.عنصر منتهي, :  الكلمات المفتاحية
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  ABSTRACT    

In this Article, we study some practical examples of multilayered composite 

plates with various thicknesses and different boundary conditions in the geometrical 

nonlinear domain. We use a modified finite element method based on incremental 

form of the virtual displacement principle in which we apply an incremental iterative 

approach through small steps to convert the nonlinear problem into a series of linear 

consecutive small steps. For this purpose a modified finite element has been 

developed, this element uses approximate functions similar to those used in the well-

known finite element ACM and in addition to the homogeneous part we implement a 

new nonhomogeneous part  to take into considerations loading case on the element 

so the approximate functions fulfill the nonhomogeneous differential equation at the 

finite element level. These algorithms were framed in a code using MATLAB 

programing language, and some examples of multilayered composite plates with 

different thicknesses and boundary conditions were studied. The results were 

compared with well-known scientific literature, Numerical results showed great 

convergence with those provided in literature and a speed in obtaining deflection. 

Keywords : Finite element, Multilayered composite plates, Nonlinear analysis, Modified 

FEM. 
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 مقدمة :
الإنشائية  من المواد (Multilayered composite plates) تعتبر البلاطات المركبة المتعددة الطبقات

العلمية. تكون على شكل عدة طبقات متوضعة فوق بعضها ية و المستخدمة في العديد من التطبيقات الهندس
مما يعطي هذا النوع من البلاطات خصائص فريدة لا تتوفر في  من مادة واحدة أو من مواد مختلفةالبعض 

أو  قد تكون المواد المكونة لكل طبقة مواد معدنية أو سيراميكية أو بوليميرات البلاطات المكونة من مادة واحدة.
قد تكون الطبقة الواحدة خليط من عدة مواد حيث يعتمد اختيار المواد على الخصائص المطلوب توافرها و  غيرها

 في البلاطة.
هذه الطبقات لكربون و ة منها مكونة من ألياف ا( بلاطة مركبة متعددة الطبقات كل طبق1يوضح الشكل )

 يؤمن التلاصق التام لهذه الطبقات بحيث تعمل كبلاطة واحدة. مترابطة مع بعضها بواسطة لاصق إيبوكسي

 
 بلاطة مركبة متعددة الطبقات مشكلة من ألياف الكربون عينة في (. 1الشكل )

عادةً ما يتم إجراء التحليل الهندسي اللاخطي عبر تطبيق منهج تكراري يتم فيه زيادة الحمولة المطبقة 
للوصول إلى قيم الإجهادات الداخلية المتشكلة إحداثيات العقد و  حسابعلى العنصر ضمن خطوات صغيرة مع 

موثوقة تأتي ستخدام طرق عددية فعالة و تحليل احالة التوازن الجديدة المتشوهة. نتيجة لذلك يتطلب إجراء هذا ال
بشكل واسع في التحليل اللاخطي للمنشآت ذات الشكل العناصر المنتهية التي استخدمت و في مقدمتها طريقة 

 الهندسي المنحني أو المركبة من عدة طبقات.
ات مما تاريخياً توجد الكثير من الأبحاث و الدراسات التي تناولت السلوك اللاخطي الهندسي للبلاط

الذي قام بمراجعة و  [1] شركائهلمرجع يانغ و اً أمراً صعباً للغاية. لكن يمكن الرجوع يجعل إمكانية ذكرها جميع
للعناصر المنتهية التي استخدمت في تحليل البلاطات خلال العشرين سنة الماضية. كما تاريخية شبه شاملة 

على عدد من الأبحاث التي تناولت بالتفصيل السلوك اللاخطي الهندسي للبلاطات  [2,3]يشتمل المرجعين 
تحليلها ضمن السلوك و المركبة المتعددة الطبقات. أيضاً نجد أن من أهم الأبحاث التي درست البلاطات المركبة 

 ابقةالأبحاث الس في العديد من. [7,8,9]تحليل سلوكها عند الانهيار و  [4,5,6] المراجع الخطي
حرية هي ثلاث درجات  5كان استخدام العنصر المنتهي الرباعي العقد حيث بكل عقدة  [10,11,12,13,14]

دورانين هو السائد. لكن كافة الدراسات السابقة لم تتطرق لدراسة تأثير شكل الحمولة المطبقة على انتقالات و 
ما  لمعاينةيمكن العودة إلى بعض المراجع الحديثة  أخيراً  العنصر المنتهي على بناء تابع الانتقال الخاص به.

تم التوصل إليه بخصوص البلاطات المركبة المتعددة الطبقات و على سبيل المثال لا الحصر 
[15,16,17,18,19,20]. 
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جزء  الأول نموذج الانتقالات الذي سنعتمده في هذه المقالة تابع انتقال تقريبي من جزأينيتصمن 
 اتم اختياره معبرة عن هذا التابعال ات )الحدود(البارامتر  كما أن. )غير متجانس(جزء خاصالثاني متجانس و 

الشكل إلى قسمين, جزء تنقسم توابع نتيجة لذلك  .كيرشوف لبلاطةحقق بدقة المعادلة التفاضلية بحيث ت
قة على المطب شكل الحمولةمتجانس يتعلق بدرجات حرية العنصر وجزء جديد غير متجانس يعتمد على 

 . العنصر المنتهي
شعاع الصلابة و  اتمصفوف ستخراجسيتم ا تابع الانتقال كماطريقة  استعراض في هذه الدراسةسيتم 

كما سيتم الاستفادة  بالتفصيل. المعدل نتهيالعنصر المعن تطبيق  الجديد الناتج حدالمكافئ الخارجي وال القوى 
 ذات السماكات البلاطاتتحليل بعض أمثلة  بهدفالافتراضية  نتقالاتالتزايدي لمبدأ الا منهج التكراري ال من

 .المختلفة الشروط الطرفيةو 
 أهدافه :أهمية البحث و 
متعددة الطبقات في نطاق واسع من التطبيقات, بما في ذلك الفضاء الجوي الالمركبة  البلاطاتتُستخدم 

)لبناء الطائرات والمركبات الفضائية(, وصناعة السيارات )لأجزاء هيكل السيارات(, والهندسة المدنية )للبناء 
 البلاطاتليل يمكن أن يكون تح لوحات الدوائر المطبوعة(.و  والإلكترونيات )لصناعة السياراتوتشييد الجسور(, 

 ن استخدام طرق مختلفة لهذا الغرضيمكو . تا بسبب الخصائص المختلفة للطبقامتعددة الطبقات معقدً الالمركبة 
 تحميل تحت تأثير ظروف البلاطاتنمذجة سلوك  من الذي يمكنو  المنتهيةبما في ذلك تحليل العناصر 

 مختلفة.
ب إجراء يتطل متعددة الطبقاتالالمركبة  للبلاطات فهم السلوك الفعليأن  أكد العديد من الباحثين على

متعددة الالمركبة  البلاطاتخطية على لاال الدراسة التأثيرات الهندسية ستتناول هذهلذلك . خطيلاتحليل 
 : الطبقات, ويمكن تلخيص أهداف البحث في النقاط التالية

 الخارجية إضافة إلى الحد الهندسية و شعاع القوى ستخراج مصفوفات الصلابة الخطية و ا
 الجديد الناتج من تطبيق العنصر المنتهي المعدل وفق مبدأ الانتقالات الافتراضية.

 ليل بعض الأمثلة للبلاطات المركبة المتعددة الطبقات باستخدام برنامج معد بلغة تح
هذه البلاطات نتائج باحثين درسوا الماتلاب البرمجية و مقارنة النتائج التي تم التوصل إليها مع 

 باستخدام طريقة العناصر المتهية.
 على قيم السهم في مركزها. الشروط الطرفيةو  دراسة تأثير اختلاف سماكة البلاطة 

 مواده :طرائق البحث و 
بهدف تطوير كود  (MATLAB)سيتم في هذا البحث الاستفادة من البيئة البرمجية لبرنامج الماتلاب 

القوى الداخلية المتشكلة نتيجة وحساب قيم السهوم و  المركبة المتعددة الطبقات تحليل البلاطاتبرمجي لدراسة و 
 استخلاص النتائجدراسة عدد من الأمثلة العددية و  طات. حيث سيتمالسلوك اللاخطي الهندسي لهذه البلا

كونها عامل  و الشروط الطرفية خصوصاً عند اختلاف قيمة السماكةلمعايرة سلوك هذه البلاطات و  المختلفة
 حاسم في التصميم لهذا النوع من البلاطات.
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 العنصر المنتهي المعدل :
 للبلاطة المعادلة التفاضلية الشكل توابعالمعدلة من المفترض أن تحقق  المنتهيةفي طريقة العناصر 

خطي لابشكل دقيق ولكن لصعوبة إيجاد حلول دقيقة لمعادلة فون كارمان التي تعبر عن السلوك الهندسي ال
الشكل  توابعخطي كسلسلة من الخطوات الخطية الصغيرة سوف نستخدم لاوبما أننا ندرس السلوك ال للبلاطات

متجانس الجزء ال بحيث يمثل قدع 4المكون من النظامي ضمن شبكة الإحداثيات الطبيعية و عنصر الرباعي لل
 الشكل. توابعمن 

𝑁1(𝜃
1, 𝜃2) = (1/4)(1 − 𝜃1)(1 − 𝜃2)   ;    𝑁2(𝜃

1, 𝜃2) = (1/4)(1 + 𝜃1)(1 − 𝜃2)     (1) 
𝑁3(𝜃

1, 𝜃2) = (1/4)(1 + 𝜃1)(1 + 𝜃2)   ;    𝑁4(𝜃
1, 𝜃2) = (1/4)(1 − 𝜃1)(1 + 𝜃2)     (2) 

الذي هو كثير و  ACM الرباعي المستطيل لعنصرل الانتقال تابع سنعتمدبالنسبة للجزء غير المتجانس 
بدلا من اثني عشر ثم نطابق طرفي المعادلة التفاضلية التي تحكم  حداً خمسة عشر  حدود مع زيادتها لتصبح

 [.21,22,23,24,25في الحالة الخطية. وقد تم شرح هذه الخطوات بالتفصيل في المراجع ] البلاطاتسلوك 
 كما يلي: الصيغة النهائية لتابع الانتقال ستكون 

𝑤𝑖 = 𝑁𝑖
𝑚(𝑒)

. 𝑢𝑚(𝑒) + 𝑁̅𝑖𝑗. 𝑝̅
𝑗                                (3) 

𝑁𝑖
𝑚(𝑒)  الشكل, توابع: الجزء المتجانس من 𝑢𝑚(𝑒) العقد في : درجات الحرية. 
𝑁̅𝑖𝑗  [ .21] المرجع فيبالتفصيل  الموضحو  الشكل توابع: الجزء غير المتجانس من 
𝑝̅𝑗  :المنتهي لعنصرعلى عقد ا بانتظام الموزعة ولةالحم شدة. 

 تطبيق طريقة العناصر المنتهية على البلاطات المركبة المتعددة الطبقات :
طريقة تطبيق ل اتيواتخاذه كأساس متغير نتقالات الوهمية من خلال تطبيق الشكل التزايدي لمبدأ الا

 لصفر:ل مساوي  الكليةالأول للطاقة  المتغير, يمكننا اعتبار المنتهية نموذج الانتقالاتالعناصر 
𝛿∆𝜋 = 0                                                                     (4) 

)وضعية قبل التشوه إلى التزايدي للانتقال من حالة توازن معينة إلى حالة غير معروفة المنهجباستخدام 
𝑢𝑖 الانتقالات, يتم استبدال متشوهه مجهولة( وضعية

إلى الموضع الجديد,  البلاطة تنتقلو  𝑢𝑖جديدة  بانتقالات 0
 : 𝑢̃𝑖 نعبر عن انتقالات البلاطة في الموضع الجديدو 

𝑢̃𝑖 = 𝑢𝑖
0 + 𝑢𝑖                                                              (5) 

𝑢𝑖 .زيادة صغيرة في الانتقالات بحيث يمكن اعتبار سلوك البلاطة ضمنها سلوك خطي : 
𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗

0 + ∆𝜎𝑖𝑗   ;    𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗
0 + ∆𝜀𝑖𝑗                    (6) 

𝜀𝑖𝑗
0  , 𝜎𝑖𝑗

 التشوه على التوالي.: مصفوفات الإجهاد و  0
∆𝜀𝑖𝑗 , ∆𝜎𝑖𝑗  الناتجة عن التزايد الصغير : تمثل تزايدات صغيرة في الإجهاد والتشوه على التوالي و
 الحاصل في الانتقال.
 الانتقالات الوهمية فإنه يمكننا التعبير عن متغير الطاقة الكلية بالعلاقة التالية:استناداً لمبدأ 

𝛿𝜋 = ∫ 𝜎𝑖𝑗 𝛿𝜀𝑖𝑗 𝑑𝑉
𝑉

− ∫ 𝑓𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑉
𝑉

− ∫ 𝑇̃𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑆
𝑆𝜎

= 0           (7) 

من خلال تطبيق سلسلة من الخطوات التكرارية بحيث تكون قيمة الزيادة في الانتقال صغيرة إلى درجة 
 معها اعتبار السلوك ضمن كل خطوة هو سلوك خطي تصبح العلاقة السابقة:يمكن 
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∫ 𝛿(∆𝜀𝑖𝑗)𝑐
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙

0 𝑑𝑉
𝑉

+ ∫ 𝛿(∆𝜀𝑖𝑗)𝑐
𝑖𝑗𝑘𝑙∆𝜀𝑘𝑙𝑑𝑉

𝑉

− ∫ 𝑓𝑖𝛿(∆𝑢𝑖)𝑑𝑉
𝑉

− ∫ 𝑇̃𝑖𝛿(∆𝑢𝑖)𝑑𝑆
𝑆𝜎

= 0    (8) 

طبقة من بتحويل التكامل على الحجم الكلي للبلاطة إلى تكامل على سطحها عبر التجميع على كل 
)المكاملة على سماكة البلاطة( وتعويض توابع الشكل المتجانسة  طبقات البلاطة المركبة المتعددة الطبقات

ى الخارجية المكافئة شعاع القو زمة لاستخراج مصفوفات الصلابة و غير المتجانسة نحصل على العلاقات اللاو 
 س للعنصر المعدل.الحد الجديد الناتج عن تابع الشكل غير المتجانعلى العقد و 

[𝐾𝑇]. 𝛿𝑤̅ = 𝑅1 + 𝑅2    ;      [𝐾𝐸 + 𝐾𝑆 + 𝐾𝐺] = [𝐾𝑇]                         (9) 
𝐾𝑇 .مصفوفة الصلابة المماسية و المعبرة عن السلوك اللاخطي للبلاطة المركبة المتعددة الطبقات : 
𝐾𝐸 .مصفوفة الصلابة الخطية الانعطافية للبلاطة المركبة المتعددة الطبقات : 
𝐾𝑆 .مصفوفة الصلابة الخطية القصية للبلاطة المركبة المتعددة الطبقات : 
𝐾𝐺 معبرة عن السلوك اللاخطي الهندسي للبلاطة المركبة المتعددة الطبقات.: مصفوفة الصلابة ال 
𝑅1  المطبق على عقد العنصر المنتهي المعدل.المكافئ و : شعاع القوى الخارجية 
𝑅2 قة العناصر الذي يمثل الاختلاف بين طريناتج عن العنصر المنتهي المعدل و : الحد الجديد ال

 الطريقة المعدلة المستخدمة في هذا البحث.المنتهية التقليدية و 
 𝑲𝑬𝒎مصفوفة الصلابة الخطية الغشائية 

𝐾𝐸𝑚 = ∫ (𝐵𝑚)𝑇 . 𝑄𝑚. 𝐵𝑚. 𝑑𝐴
𝐴

                                                  (10) 

𝐵𝑚 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑁1

𝜕𝑥

𝜕𝑁2

𝜕𝑥

𝜕𝑁3

𝜕𝑥

𝜕𝑁4

𝜕𝑥
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
𝜕𝑁1

𝜕𝑦

𝜕𝑁2

𝜕𝑦

𝜕𝑁3

𝜕𝑦

𝜕𝑁4

𝜕𝑦
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝜕𝑁1

𝜕𝑦

𝜕𝑁2

𝜕𝑦

𝜕𝑁3

𝜕𝑦

𝜕𝑁4

𝜕𝑦

𝜕𝑁1

𝜕𝑥

𝜕𝑁2

𝜕𝑥

𝜕𝑁3

𝜕𝑥

𝜕𝑁4

𝜕𝑥
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

]
 
 
 
 
 
 

        (11) 

𝑄𝑚 = ∑ [

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅13

𝑄̅21 𝑄̅22 𝑄̅23

𝑄̅31 𝑄̅32 𝑄̅33

]

(𝑘)

. (𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘)

𝑛

𝑘=1

             (12) 

تطبيق التكامل العددي كونه يساهم بشكل كبير في اثيات الديكارتية إلى الطبيعية و بالانتقال من الإحد
 سرعة الحصول على النتائج يصبح لدينا:

𝐾𝐸𝑚 = ∫ ∫ (𝐵𝑚)𝑇 . 𝑄𝑚. 𝐵𝑚. 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.
+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2           (13) 

𝐽 .مصفوفة الجاكوبيان للتحويل بين جمل الإحداثيات : 
 𝑲𝑬𝒃 الانعطافيهمصفوفة الصلابة الخطية 

𝐾𝐸𝑏 = ∫ ∫ (𝐵𝑏)
𝑇 . 𝑄𝑏 . 𝐵𝑏 . 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.

+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2           (14) 

 𝑲𝑺 القصيةمصفوفة الصلابة الخطية 

𝐾𝑆 = ∫ ∫ (𝐵𝑠)
𝑇 . 𝑄𝑠. 𝐵𝑠. 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.

+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2                (15) 
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(𝐵𝑚 , 𝐵𝑏 , 𝐵𝑠)  المشتقات الجزئية من المرتبة الأولى بالنسبة لـ :(x,y)  ذلك لتوابع على التوالي و
, 𝑄𝑚) الشكل الجزء المتجانس. 𝑄𝑏 , 𝑄𝑠) .مصفوفة ثوابت المرونة لطبقات البلاطة : 

 𝑲𝑮مصفوفة الصلابة الهندسية 

𝐾𝐺 = ∫ ∫ (𝐺)𝑇 . 𝑆. 𝐺. 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.
+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2              (16) 

𝐺 ( المشتقات الجزئية لتوابع الشكل الجزء المتجانس من المرتبة الأولى بالنسبة إلى :x,y على )
 التوالي.

𝑆  يتم تجميعها لكافة الطبقات.: مصفوفة الإجهادات الأولية و 
 𝑹𝟏 شعاع القوى الخارجية المكافئ

𝑅1 = ∫ ∫ (𝑁)𝑇 . 𝑞. 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.
+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2             (17) 

𝑁 .توابع الشكل الجزء المتجانس : 
𝑞 .شدة الحمولة الخارجية المؤثرة على البلاطة : 

 𝑹𝟐 الحد الجديد الناتج عن العنصر المنتهي المعدل

𝑅2 = ∫ ∫ (𝐵𝑚)𝑇 . 𝑄𝑚. 𝐵̅𝑚. 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.
+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2 + ∫ ∫ (𝐵𝑏)
𝑇. 𝑄𝑏 . 𝐵̅𝑏 . 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.

+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2

+ ∫ ∫ (𝐵𝑠)
𝑇 . 𝑄𝑠. 𝐵̅𝑠. 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.

+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2

+ ∫ ∫ (𝐺)𝑇 . 𝑆. 𝐺̅. 𝑑𝑒𝑡 𝐽. 𝑑𝜃1.
+1

−1

+1

−1

𝑑𝜃2                  (18) 

(𝐵̅𝑚 , 𝐵̅𝑏 , 𝐵̅𝑠 , 𝐺̅)  المشتقات الجزئية من المرتبة الأولى بالنسبة لـ :(x,y)  ذلك لتوابع على التوالي و
 المتجانس. الشكل الجزء غير

 الأمثلة العددية و المناقشة :
عامل تصحيح ضمن البلاطة الواحدة متساوية, و  في كافة الأمثلة المدروسة اعتمدت سماكة الطبقات

خطوة تتزايد بدءاً  20تقسيم الحمولة إلى وتن رافسون في تطبيق التكرارات و (. تم اعتماد طريقة ني6/5القص )
 (.0.01تم اعتماد مقدار التقارب )الدقة( مساوي إلى ) من الصفر حتى القيمة النهائية.

 ة و متمفصلة من أطرافها الأربعة المثال الأول : بلاطة مربعة متناظر 
( مساوية L/tسيتم في هذا المثال دراسة ثلاث حالات بحيث تكون نسبة طول البلاطة إلى سماكتها )

 °0/°90/°90/°0على التوالي. البلاطة مؤلفة من أربع طبقات مرتبة بالاتجاهات  40,  20,  10إلى 
)عوامل المادة تحقق العلاقات التالية : و 

𝐸1

𝐸2
= 25  ;   

𝐺12

𝐸2
= 0.5  ;   

𝐺23

𝐸2
= 0.2  ;   𝐺12 = 𝐺13) 

x  : (𝐸1 تجاهمرونة باال عوامل = 25 × 106𝑃𝑠𝑖 = 17.237 × 104𝑀𝑃𝑎) 
y  :(𝐸2 تجاهبا = 106𝑃𝑠𝑖 = 0.6895 × 104𝑀𝑃𝑎) 

𝐺12): القص  عوامل = 𝐺13 = 0.5 × 106𝑃𝑠𝑖 = 0.3447 × 104𝑀𝑃𝑎) 
𝐺23)العامل الثالث : و  = 0.2 × 106𝑃𝑠𝑖 = 0.138 × 104𝑀𝑃𝑎) 

𝜗12): بواسون  عامل = 𝜗21 = 0.25) 
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𝑞: ولة موزعة بانتظام شدتها الكلية البلاطة خاضعة لحمو  = 2𝑃𝑠𝑖 = 1.38 × 10−2𝑀𝑃𝑎 
ناتج عن الوفق الكود المعد بلغة الماتلاب و ( في مركز البلاطة المربعة w/tحساب السهم اللابعدي ) تم

لراحة القارئ نورد النتائج التوالي. و ( على L/t=10 ,20 ,40ذلك للحالات الثلاثة )العنصر المنتهي المعدل و 
هي [ و 4ليلي الوارد في المرجع ]التح حلكذلك ال[ و 19كيم ]مثل زهانغ و  ون آخر  ون إليها باحث التي توصل

 ( .3( و )2( و )1موضحة في الجداول )
𝑳/𝒕)( : قيم السهم اللابعدي في مركز البلاطة المتمفصلة ذات النسبة 1الجدول ) = 𝟏𝟎) 

𝐿/𝑡)السهم اللابعدي في مركز البلاطة  =  الحمولة اللابعدية (10
𝑞. 𝐿4

𝐸2. 𝑡
4
 التحليليالحل  زهانغ و كيم العنصر المعدل 

0.3592 0.3631 0.356 50 
0.5122 0.5141 0.51 100 
0.6137 0.6158 0.61 150 
0.6905 0.6949 0.689 200 
0.7581 0.7605 0.747 250 

𝑳/𝒕)( : قيم السهم اللابعدي في مركز البلاطة المتمفصلة ذات النسبة 2الجدول ) = 𝟐𝟎) 
𝐿/𝑡)السهم اللابعدي في مركز البلاطة  =  الحمولة اللابعدية (20

𝑞. 𝐿4

𝐸2. 𝑡
4
 الحل التحليلي زهانغ و كيم العنصر المعدل 

0.3211 0.3229 0.32 50 
0.4865 0.4868 0.486 100 
0.595 0.5971 0.592 150 
0.6805 0.6817 0.68 200 
0.7518 0.7514 0.752 250 

 
𝑳/𝒕)( : قيم السهم اللابعدي في مركز البلاطة المتمفصلة ذات النسبة 3الجدول ) = 𝟒𝟎) 

𝐿/𝑡)السهم اللابعدي في مركز البلاطة  =  الحمولة اللابعدية (40
𝑞. 𝐿4

𝐸2. 𝑡
4
 الحل التحليلي زهانغ و كيم العنصر المعدل 

0.2922 0.2913 0.293 50 
0.4631 0.4608 0.464 100 
0.5802 0.5771 0.582 150 
0.6653 0.6668 0.664 200 
0.7391 0.7403 0.738 250 

)( مع تزايد الحمولة w/tكما تم رسم المخطط اللابعدي لتزايد السهم )
𝑞.𝐿4

𝐸2.𝑡4
للبلاطة المتمفصلة  (

 ( على التوالي .4( و )3( و )2هي موضحة وفق الأشكال )( و L/t=10 ,20 ,40للنسب الثلاث )
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)( : العلاقة بين السهم اللابعدي 2الشكل )

𝒘

𝒕
)و الحمولة اللابعدية  (

𝒒.𝑳𝟒

𝑬𝟐.𝒕𝟒
𝑳/𝒕)في مركز البلاطة المتمفصلة ذات النسبة  ( = 𝟏𝟎) 

 
)( : العلاقة بين السهم اللابعدي 3الشكل )

𝒘

𝒕
)و الحمولة اللابعدية  (

𝒒.𝑳𝟒

𝑬𝟐.𝒕𝟒
𝑳/𝒕)في مركز البلاطة المتمفصلة ذات النسبة  ( = 𝟐𝟎) 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 50 100 150 200 250

هم
س
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ط
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عد
لاب

ال
(w

/t
)

q.L^4/E.t^4  الحمولة اللابعدية

Zhang & Kim(L/t=10)

Modified Element(L/t=10)

Analytical(L/t=10)

0
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0.5
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هم
س
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(w
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q.L^4/E.t^4  الحمولة اللابعدية

Zhang & Kim(L/t=20)

Modified Element(L/t=20)

Analytical(L/t=20)
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)( : العلاقة بين السهم اللابعدي 4شكل )ال

𝒘

𝒕
)و الحمولة اللابعدية  (

𝒒.𝑳𝟒

𝑬𝟐.𝒕𝟒
𝑳/𝒕)في مركز البلاطة المتمفصلة ذات النسبة  ( = 𝟒𝟎) 

)( مع تزايد الحمولة w/tاللابعدي لتزايد السهم ) أيضاً تم مقارنة المخطط
𝑞.𝐿4

𝐸2.𝑡4
للبلاطة المتمفصلة  (

وفق الحل المقترح في هذه المقالة )العنصر المعدل( كما يوضح الشكل  (L/t=10 ,20 ,40للنسب الثلاث )
(5. ) 

 
)السهم اللابعدي  مقارنة اختلاف منحني ( :5الشكل )

𝒘

𝒕
)و الحمولة اللابعدية  (

𝒒.𝑳𝟒

𝑬𝟐.𝒕𝟒
 للنسب الثلاثة في مركز البلاطة المتمفصلة (
(𝑳/𝒕 = 𝟏𝟎 , 𝟐𝟎  , 𝟒𝟎) 

0
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q.L^4/E.t^4  الحمولة اللابعدية

Zhang & Kim(L/t=40)

Modified Element(L/t=40)

Analytical(L/t=40)
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بينت المخططات السابقة أن العنصر المعدل المقترح أعطى تقارباً كبيراً من الحل التحليلي وحقق تقارباً 
 زهانغ و كيم. انالنتائج التي توصل إليها الباحثأكبر من 

 المثال الثاني : بلاطة مربعة ذات شروط طرفية متغيرة
طة موثوقة من الحالة الأولى البلا سندرس في هذا المثال بلاطة مربعة وفق حالتين بحيث تكون في

ربعة, و في كلا الحالتين في الحالة الثانية مستندة استناد بسيط )متمفصلة( من أطرافها الأأطرافها الأربعة و 
سماكتها ( و L=12in=30.48cmمادة البلاطة هي واحدة حيث أن أبعادها في المسقط الأفقي )أبعاد و 

(t=0.096in=0.24384cm و ) خواص °0/°90/°90/°0مؤلفة من أربع طبقات مرتبة بالاتجاهات ,
𝜗12) :المادة ضمن كل طبقة كالتالي : عامل بواسون  = 𝜗21 = 0.23949) 

x  :(𝐸1 تجاهالمرونة با عوامل = 1.8282 × 106𝑃𝑠𝑖 = 1.2605 × 104𝑀𝑃𝑎) 
y : (𝐸2 تجاهبا = 1.8315 × 106𝑃𝑠𝑖 = 1.2628 × 104𝑀𝑃𝑎) 

𝐺12): القص  عوامل = 𝐺13 = 𝐺23 = 3.125 × 105𝑃𝑠𝑖 = 2.1546 × 103𝑀𝑃𝑎) 
𝑞 : ولة موزعة بانتظام شدتها الكلية البلاطة خاضعة لحمو  = 2𝑃𝑠𝑖 = 1.38 × 10−2𝑀𝑃𝑎 
حساب السهم في مركز البلاطة المربعة وفق العنصر المنتهي المعدل المقترح في هذه الدراسة استناداً  تم

 انالتي توصل إليها الباحث لراحة القارئ نورد النتائجالبلاطة متمفصلة, و لحالتين الأولى البلاطة موثوثة والثانية ل
 (.4هي موضحة في الجدول )و [ 20ريدي و آرثر الذين قاموا بدراسة المثال أيضاً ]

 ( : قيم السهم في مركز البلاطة المربعة وفق الحالتين الاستناد الموثوق والمتمفصل4الجدول )
السهم في البلاطة ذات الاستناد المتمفصل 

𝑖𝑛 (𝑚𝑚) 
السهم في البلاطة ذات الاستناد الموثوق 

𝑖𝑛 (𝑚𝑚) 𝑞 
𝑃𝑠𝑖 (𝑀𝑃𝑎) 

 ريدي و آرثر العنصر المعدل ريدي و آرثر العنصر المعدل
0.093 

(2.362) 
0.095 
(2.413) 

0.06 
(1.524) 

0.062 
(1.575) 

0.4 
)2-0.28x10( 

0.134 
(3.404) 

0.136 
(3.454) 

0.095 
(2.413) 

0.1 
(2.54) 

0.8 
)2-0.55x10( 

0.153 
(3.886) 

0.155 
(3.937) 

0.119 
(3.023) 

0.122 
(3.1) 

1.2 
)2-0.83x10( 

0.168 
(4.267) 

0.17 
(4.318) 

0.137 
(3.48) 

0.14 
(3.556) 

1.6 
)2-1.1x10( 

0.177 
(4.496) 

0.18 
(4.572) 

0.15 
(3.81) 

0.153 
(3.886) 

2.0 
)2-1.38x10( 

( و كذلك 6كما تم رسم مخطط تزايد السهم في مركز البلاطة مع تزايد الحمولة في كل خطوة الشكل )
) ( مع تزايد الحمولةw/tالمخطط اللابعدي لتزايد السهم )

𝑞.𝐿4

𝐸2.𝑡4
( كونه يوضح الاختلافات بشكل 7الشكل ) (

 أكبر.
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 (°𝟎/°𝟗𝟎/°𝟗𝟎/°𝟎)الحمولة في مركز البلاطة المربعة  -( : تأثير اختلاف الشروط الطرفية على مخطط السهم 6الشكل )

 
)( : تأثير اختلاف الشروط الطرفية على مخطط السهم اللابعدي 7الشكل )

𝑤

𝑡
)الحمولة اللابعدية  - (

𝑞.𝐿4

𝐸2.𝑡4)  في مركز البلاطة المربعة  
(𝟎°/𝟗𝟎°/𝟗𝟎°/𝟎°) 

النتائج التي حصلنا عليها )السهم في مركز البلاطة( عند استخدام العنصر المنتهي المعدل المقترح إن 
 .ون الآخر  ون النتائج التي حصل عليها الباحث هنا على توافق كبير مع

 الاستنتاجات و التوصيات :
 إلى النتائج )زمن ل سرعة في الوصو ارباً كبيراً من الحل التحليلي و العنصر المعدل المقترح أعطى تق

معقد من حيث الصياغة  هذا بالرغم من كونه غيركبيرة لشبكة العناصر المنتهية( و لا حاجة لنعومة تحليل قليل و 
 .بسيط بالنسبة للعناصر الأخرى المقترحةالرياضية و 
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  أعطى العنصر المعدل المقترح قيماً دقيقة للسهم في مركز البلاطة حتى مع اختلاف نسبة طول
تتراوح بين بلاطات قليلة السماكة  ة إلى سماكتها مما يبين إمكانية استخدامه لبلاطات بسماكات مختلفةالبلاط

 إلى متوسطة السماكة.

 أن الاستجابة اللاخطية للبلاطة الموثوقة أقل منها في حالة البلاطة  ةالسابق اتالمخطط تبين
التي البلاطة أدى إلى زيادة صلابتها و المتمفصلة مما يشير إلى أن زيادة تقييد درجات الحرية على أطراف 

 بدورها أدت إلى انخفاض الاستجابة اللاخطية.
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